导数与零点、不等式交汇解题思路浅谈
广东佛山南海中学（528211）·周鸿高
函数综合题，题型多样，解法灵活，令很多考生望而生畏。函数题是拉开高考数学分数的重要题型之一，也是体现是否提升了数学思维能力的题型之一。拿下函数题，就是拿下了了数学，一个能把函数题做好的数学考生，数学成绩绝对名列前茅。源于函数题不同于三角、立几、概率统计题，它们有固定的题型和固定的解法，解题时不用想怎么做，读完题就可以作答；而函数题必须思索解题思路，并且其思路一般情况下会有多种，有些思路可行到底，有些思路未必能走到最后，有些思路复杂，有些思路简单但技巧性很强。所以就解题思路而言，也未必是有迹可循的，解题时甚至需要灵光乍现，才能启发思维，找到解题切入点。本文试着谈一谈导数与零点、不等式交汇题的解题思路，想试着给同学们可以思索的一些方向，以达对同学们解函数题有所帮助的目的。
一、解题思路方向：

利用或构造函数，把问题转化为函数题；运用导数工具，研究函数的性质（单调性、极值、最值、零点），结合函数图像（或是变化趋势），得到对应关系式；进一步达到解题的目的。而在这个相对清晰的思路中，实施起来也未必能一帆风顺，盖因函数题的情况复杂多样，也会碰到不常见的隐性的障碍，有些障碍是无法飞跃的，需要再寻其他途径，这就让解题回到原点，重新思索……
二、如何分类讨论？

含有参数，一般情况下都需要分类讨论，但不能一看到参数，就开始分类讨论，这样必然陷入分类讨论的泥潭。那么，如何分类讨论呢？首先得解决是否需要分类，就是分类的理由是什么，是什么原因导致分类的。然后如何分类可以采用二分法，就是“是”与“否”两类，而在“是”或“否”里面可能又有不同情况，再进入二级分类，仍然采用二分法，直到完成分类讨论。最后对上述的分类讨论情况进行汇总。如解不等式
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是参数，第一次分类
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是否为0，代表不同次数的不等式）；在
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时，假如
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（理由：不等式是否成立，决定不等式解集）；在
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（理由：除以
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时，
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的符号决定了不等号是否改变）；在
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（理由：二次不等式的形式决定了解集情况）；在
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（理由：对应方程是否有根，根是不等式解集的端点）；在
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image24.wmf]1
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（理由：根的大小决定解集的形式）；同理在
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时，也需要三次分类（第八次，第九次，第十次）；假如有限制
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，还需分类根是否在
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内……以上分类在具体问题时未必所有次数都需要（比如解二次方程，如果可用十字相乘法，则根必定存在，无需分类讨论根是否存在），只是说明分类时要清楚理由是什么，然后采用二分法，一层层分类。
三、常见题型解法：

【例1】已知两个函数
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为实数。
（1）若对任意的
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（2）若对任意的
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（3）若对任意的
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【解析】（1）令
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（2）依题意，对
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（3）依题意，对
[image: image89.wmf]1

[3,3]

x

"Î-

，
[image: image90.wmf]2

[3,3]

x

$Î-

，
[image: image91.wmf]12

()()

fxgx

£

成立，即为
[image: image92.wmf]1max

[()]

fx

£



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image93.wmf]2max

[()]

gx

，

[image: image94.wmf]1

[3,3]

x

Î-

，
[image: image95.wmf]2

[3,3]

x

Î-

。由（2）得
[image: image96.wmf]max

[()](3)120

fxfk

==-

，
[image: image97.wmf]max

[()]

gx



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image98.wmf]111

=

，则
[image: image99.wmf]120111

k

-£

，解得
[image: image100.wmf]9

k

³

。

【说明】本题是很多函数题的基本题型，很多函数题都将转化为本题模式解答。请同学们熟悉它们的特点与解题思路，并进一步探讨出它们的联系，从而在实践解题时灵活运用。
【例2】求证：当
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【解析】设
[image: image104.wmf]2

()21

x

fxexax

=-+-

，则
[image: image105.wmf]()22

x

fxexa

¢

=-+

，
[image: image106.wmf]()2

x

fxe

¢¢

=-

，令
[image: image107.wmf]()0

fx

¢¢

=

，
即
[image: image108.wmf]20

x

e

-=

，解得
[image: image109.wmf]ln2

x

=

。当
[image: image110.wmf](0,ln2)

x

Î

，
[image: image111.wmf]()0

fx

¢¢

<

，
[image: image112.wmf]()

fx

¢

单调递减；当
[image: image113.wmf](ln2,)

x

Î+¥

，
[image: image114.wmf]()0

fx

¢¢

>

，

[image: image115.wmf]()

fx

¢

单调递增。所以
[image: image116.wmf]()

fx

¢

在
[image: image117.wmf]ln2

x

=

处取得最小值为
[image: image118.wmf](ln2)2(1ln2)

fa

¢

=-+

，而
[image: image119.wmf]ln21

a

>-

，
则
[image: image120.wmf]1ln20

a

-+>

，即对
[image: image121.wmf]0

x

>

，有
[image: image122.wmf]()2(1ln2)0

fxa

¢

³-+>

，所以当
[image: image123.wmf](0,)

x

Î+¥

，
[image: image124.wmf]()

fx

单调递增，
则
[image: image125.wmf]()(0)

fxf

>

，而
[image: image126.wmf](0)10010

f

=-+-=

，所以
[image: image127.wmf]()0

fx

>

，即
[image: image128.wmf]2

21

x

exax

>-+

。
【说明】本题是通过构造函数证明不等式的典型题例。如何构造？为什么这样构造？（比如为什么构造一个函数而不是两个？）构造出函数后研究函数的什么性质？在研究函数性质时如何运用导数工具？请同学们好好体会、思考并能有所领悟。
【例3】已知函数
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【解析】当
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所以
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【说明】我们说结合函数图像解题，并不一定要能画出函数图像才行，关键是熟知图像的变化趋势，这已经足够辅助我们解题。数形结合解题思想的意义就在于此。
【例4】（2012年高考天津理第20题改编）已知函数
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【解析】（解法一）由（1）得
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综上所述，所求实数
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（解法二）由（1）得
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【说明】本题易分离参变量，但分离出来的函数我们无法求出最大值，解题只能另寻他径。分类讨论，如何分类？何时分类？仔细研究解法一，能否明白其所以然？如能，对分类讨论会有很大促进作用。解法二正确吗？（此解是正确的，注意后面的验证
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【例5】（2014年高考全国1理第21题改编）设函数
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【说明】本题自然的思路是求
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