专题《圆锥曲线与方程的综合应用》的复习策略
摘要：“圆锥曲线与方程”是高中数学内容中重要的模块知识之一，它的综合应用常常涉及到椭圆、双曲线、抛物线的定义、标准方程，几何图形及相应的几何性质，线锥关系等知识点，它体现了数学学习中一个重要的思想：数形结合，并考察学生的抽象概括能力、运算求解能力，数据处理能力和应用意识。而现实中，学生常常在处理这部分问题时觉得束手无策，望题兴叹。笔者结合本校学生的实际情况，尝试从“培养学生几何语言和代数语言的互化能力、提升学生的计算能力、学生学会设计整体方案和课堂变式教学”等方面，同时通过教学实践，来提高学生处理圆锥曲线问题时的实际应用能力。

关键词：几何语言与代数语言的互化，运算能力的提升，整体角度把握问题，变式教学。
1、 本校学生在“圆锥曲线与方程的综合应用”知识中的学习现状
高中数学课程的特点是内容多、难度大、课时紧张，我校学生基础相对薄弱，形成对数
学问题的本质理解需要较长的时间。“圆锥曲线与方程的综合应用”对学生抽象思维能力、计算能力要求高，学生对这一模块知识的掌握不理想，体现在可以解决较简单的基础题型，但在处理较复杂问题时，常常顾头不顾尾，计算失误，得分率较低。为提升学生解决这类问题的实际能力，笔者在任教的两个班级进行了相关的教学尝试。
2、 “圆锥曲线与方程的综合应用”专题的教学策略

1、 圆锥曲线问题在很大程度上是一门“翻译”的艺术，它是“几何语言”和“代数语
言”的双向互化：1）将几何性质用正确的代数式进行表述，通过计算推理等得到曲线新的性质；2）对代数式准确地联系到相应的几何性质，用几何方法简化代数运算。在解题中，几何语言和代数语言的相互转化贯穿始终，故在复习中，首先要求学生储备好尽可能完善的知识点，以便能将“翻译”顺利地进行到底。比如：
（1）直线
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斜率分别为
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（2）点M是线段AB的中点
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（3）A,B,C三点共线
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（4）点N在曲线
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点N的坐标满足方程
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（5）点P是曲线
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的交点
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点P的坐标满足方程组
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（6）曲线
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的交点个数
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（7）直线与圆锥曲线相交的交点为A
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（8）斜率为k的直线通过定点
[image: image26.wmf]00

(x,y)



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image27.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image28.wmf]00

yyk(xx)

-=-

等。
     学生在熟练掌握上述“翻译”语言后，才能在解题时在代数和几何之间“自由行走”，才能在数和形之间娴熟切换，为讨论研究后续问题、灵活应用数形结合思想奠定基础。
2、当学生用代数语言刻画了圆锥曲线的几何性质后，精确计算便是成功解决问题不可或缺的一环，学生却总因为计算失误而“棋差一招”，因此在平常教学中应重视学生运算能力的强化。教学中，要求注重知识细节，让学生学会简化运算，优化解题过程，比如：1）建立适当坐标系简化曲线方程；2）熟练掌握椭圆、抛物线、双曲线的定义，能用定义法快速求解方程；3）选择合适的曲线方程形式，比如直线方程形式多样，巧设点斜式、斜截式还是其他；4）引入合适的未知量，尽可能用较少个数的变量表征问题以快速解题；5）挖掘题设隐含的几何条件，利用数形结合优化解题；6）在对问题有多种解决方法时，学会对各方法中涉及的代数式相关运算量有初步的预估，择优选择运算量较少的方案；7）解题后要仔细验证，防止跳进诸如“直线斜率不存在”等题设陷阱等等。同时，培养学生不畏繁琐的品质，鼓励学生对一个题目要坚持算到最后，不能中途放弃；如果学生计算出错，还应当要求学生再运算，逐步提升计算能力。
3、学生有时即使能从已知条件进行发散，将题设的几何条件用代数式表示出来，却“只见树木，不见森林”---注意力只集中在有限的“点”上而缺乏一个解题的整体观，造成思路受阻，比如，联立直线和椭圆方程化简后，惯性机械地使用韦达定理或求相应一元二次方程的根，却不知自己这样做的原因或后续步骤该怎样处理。数学问题的求解过程实际也是一个“设计方案---细化方案---优化方案---实施方案”的过程，故笔者制定了如下所示的学案模式，培养学生整体把握圆锥曲线问题的能力。学案内容如下：
A：.结合本题请填写好相应的空格：

1）结合题设和待求目标，需要研究待求目标的几何性质有哪些？
2）在研究过程中，你可能需要研究的几何对象是什么？

3）这些几何对象满足的几何性质有：                                

4) 研究上述几何对象相关性质的步骤细化：              ①
[image: image29.wmf]Þ

              ②       
[image: image30.wmf]Þ

                  ③   
[image: image31.wmf]Þ

。。。
B：步骤①中的几何性质用代数式表达为：                               
步骤②中的几何性质用代数式表达为：                                           

步骤③中的几何性质用代数式表达为：                              

。。。

C：上述各步骤整合成的全题解题过程为：                              

D：结合同学们的解题方法，你的体会是：                             。
学案要求学生在做题前拟好整体思路，细化解题步骤，形成一套完整的解题方案。学生在解题中依照拟定的方案，同时结合几何性质列出相应代数式进行运算，做到有的放矢，避免了思维的杂乱无章。在课堂教学中，及时呈现学生设计的方案，师生共同讨论细节，能使学生进一步体会求解圆锥曲线问题的一般过程，会辨析解题方案优劣，积累解题心得与经验。
4、复习中注重变式教学，对一题进行多角度变换，学生在变换中体会“变的是形式，不变的是该类问题的实质和解题思路”，同时视野得以拓宽，也使得学生在处理相似题型时，能做到举一反三，学生思维的广度和深度得到训练。以2014年广东高考理数20题2）为例，
原题：已知椭圆
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的一个焦点为
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，离心率为
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（1） 求椭圆C的标准方程；（2）若动点
[image: image35.wmf]00
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为椭圆外一点，且点P到椭圆C的

两条切线相互垂直，求点P的轨迹方程。
变式1：将题目(2）中的椭圆
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换为一般的椭圆方程
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,则动点P的轨迹方程是什么？
变式2：将变式1中的椭圆方程换为双曲线方程
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，则动点P的轨迹方程又是什么？

变式3：已知椭圆
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，若动点
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为椭圆外一点，且点P到椭圆C的两条切线的夹角为
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变式4：已知椭圆
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上一点，由点P作椭圆
[image: image46.wmf]1
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的两条切线，试证明两条切线斜率的乘积为定值。

对圆锥曲线内容进行变式教学，可变换1）将题设给出的具体的圆锥曲线方程推广至这类曲线方程，看是否得到更一般的结论；2）将题设给出的二次曲线方程的模型推广至其它二次曲线方程，对比所得到的结论异同；3）将题设中几何元素的相对位置作适当调整，对比相同解题思路在细节上的异同；4）可能情况下，将题设与结论进行互换，对比相同模型下解题思路和方法的不同。变式教学能培养学生思维的深刻性和学生的探究精神，在变化中帮助学生更好地理解解析几何中“几何语言和代数语言的互化”这一本质，在原有题型基础上细微的变化也有助于帮助他们克服解题时的无从下手的畏难心理，提高解题自信。
3、 课堂教学中的实践

结合上述复习策略，笔者尝试着将学案运用到课堂中来，学生在课堂上的反馈颇让笔者感到欣喜，具体整理如下：
（2013．北京卷第19题）已知A，B，C是椭圆W：eq \f(x2,4)＋y2＝1上的三个点，O是坐标原点．

(1)当点B是W的右顶点，且四边形OABC为菱形时，求此菱形的面积；
(2)当点B不是W的顶点时，判断四边形OABC是否可能为菱形，并说明理由．
问（1）略，问（2）如下：

师生共同探讨解题纲要：如果四边形OABC是菱形，会满足菱形的若干性质，结果可能得到点B的坐标；如果四边形OABC不是菱形，结果可能会得到矛盾的结果。
1.学生进行求解方案的设计，填写好相应的空格，拟好整体思路：

（1）四边形OABC是菱形，你能想到的菱形的几何性质有哪些？试完成下列空格：

四边形OABC是菱形
[image: image47.wmf]Þ

                     
（2）在研究菱形的几何性质的过程中，你可能需要研究的几何对象是什么？

这些几何对象满足的几何性质有：                                
研究上述几何对象相关性质的步骤细化：                 ①
[image: image48.wmf]Þ

              ②       


[image: image49.wmf]Þ

                  ③   
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。。。

2.学生围绕方案将几何性质用代数语言表示出来：
步骤①：                               
步骤②：                                           

步骤③：                              
。。。

3.上述各步骤整合成的全题解题过程为：                           
4.结合同学们的解题方法，你的体会是                             。
课堂摘录，学生方案展示：
学生甲的方案1：
（1）四边形OABC是菱形，你能想到的菱形的几何性质有哪些？试完成下列图表：

四边形OABC是菱形
[image: image51.wmf]Þ

对角线OB与AC垂直且平分                     

（2）在研究菱形的几何性质的过程中，你可能需要研究的几何对象是什么？

  直线OB，AC                       

这些几何对象满足的几何性质有： 直线OB
[image: image52.wmf]^

AC，OM=MB ，AM=MC                             
研究上述几何对象相关性质的步骤细化： 表示直线OB，AC   ①    
[image: image53.wmf]Þ

  求交点A,B,C的坐标②  
[image: image54.wmf]Þ

求中点M的坐标③  
[image: image55.wmf]Þ

验证等式
[image: image56.wmf]OMMB,AMMC

==

是否成立 ④   

学生乙的方案2：
（1）四边形OABC是菱形，你能想到的菱形的几何性质有哪些？试完成下列图表：

四边形OABC是菱形
[image: image57.wmf]Þ

对角线OB与AC垂直且平分                     

（2）在研究菱形的几何性质的过程中，你可能需要研究的几何对象是什么？

  直线OB，AC                       

这些几何对象满足的几何性质有： 直线OB
[image: image58.wmf]^

AC，OM=MB ，AM=MC                          
研究上述几何对象相关性质的步骤细化：    表示直线OB  ①      
[image: image59.wmf]Þ

   求线段OB中点M的坐标②
[image: image60.wmf]Þ

直线AC通过点M ，表示直线AC  ③
[image: image61.wmf]Þ

求交点A，C，验证等式
[image: image62.wmf]AMMC
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 是否成立④        

课堂引导：对计算量进行预估----方案1,2涉及两点之间的距离公式，需要在求解各点坐标（形式较复杂）后，使用平方式进行比较，运算量较大，需要将上述两种方法中对“线段互相平分”这一性质的描述进行改进，得到学生丙的方案3
学生丙的方案3：

（1）四边形OABC是菱形，你能想到的菱形的几何性质有哪些？试完成下列图表：

四边形OABC是菱形
[image: image63.wmf]Þ

对角线OB与AC垂直且平分                     

（2）在研究菱形的几何性质的过程中，你可能需要研究的几何对象是什么？

  直线OB，AC                       

这些几何对象满足的几何性质有： 直线OB
[image: image64.wmf]^

AC，OM=MB ，AM=MC                          
研究上述几何对象相关性质的步骤细化：   表示直线OB，AC ①       
[image: image65.wmf]Þ

   求线段OB中点M的坐标②  
[image: image66.wmf]Þ

求线段AC中点N的坐标③ 
[image: image67.wmf]Þ

点M，点N的坐标一致 ④        

上述三种方案，这些学生抓住了菱形的几何性质：对角线互相垂直且平分，也有部分学生抓住了菱形的另外一个几何性质：邻边相等，给出方案4。
学生丁的方案4：

（1）四边形OABC是菱形，你能想到的菱形的几何性质有哪些？试完成下列图表：

四边形OABC是菱形
[image: image68.wmf]Þ

邻边OA=OC                     

（2）在研究菱形的几何性质的过程中，你可能需要研究的几何对象是什么？

  直线OA，OC                       

这些几何对象满足的几何性质有：
[image: image69.wmf]OAOC
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，点A,C在椭圆上                         
研究几何对象的步骤细化：表述
[image: image70.wmf]OAOC
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①
[image: image71.wmf]Þ

      点A,C在椭圆上②       
[image: image72.wmf]Þ

   利用点差法尝试用点A，C的坐标表示中点M③
[image: image73.wmf]Þ

在①的条件下，尝试研究点坐标的关系④

整体方案确定后，顺序将各细化步骤的几何性质用代数语言表示（限于篇幅，这里对学生的处理过程进行了必要摘录）：

方案三的两种不同“翻译”：
翻译一：a.表示直线OB，AC ① ----直线OB: 
[image: image74.wmf]ykx(k0)
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,直线AC：
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[image: image76.wmf]m

为必要引入的未知量)
b.求线段OB中点M的坐标② ---欲求中点M，先求交点B，故联立直线OB与椭圆方程：
[image: image77.wmf]22
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c.求线段AC中点N的坐标③---同②，得
[image: image80.wmf]22
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d.点M，点N的坐标一致 ④：比较点M，点N的横纵坐标，得到
[image: image82.wmf]k0
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翻译二：a.表示直线OB，AC ① ----直线OB: 
[image: image83.wmf]B
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b.求线段OB中点M的坐标② --- 
[image: image85.wmf]BB
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c.求线段AC中点N的坐标③---欲求中点N，先求交点A，C，故联立直线AC与椭圆方程：
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d.点M，点N的坐标一致 ④：比较点M，点N的横坐标，得到
[image: image89.wmf]B
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   引导学生比较上述两种方法的计算量的差异，发现选择合适的变量和直线方程形式能给解题带来便捷。

   方案四的相同“翻译”不同处理方法：
方法一：a.表示
[image: image90.wmf]OAOC
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①----
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b.点A,C在椭圆上②-----
[image: image92.wmf]22
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，
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c.利用点差法尝试用点A，C的坐标表示中点M③：


[image: image94.wmf]CACACACA
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，即
[image: image95.wmf]MMAC
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d.在①的条件下，尝试研究点坐标的关系④：①步变形为
[image: image96.wmf]MMAC

xyk0
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，得到
[image: image97.wmf]AC
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，此时，O,A,B,C四点共线，产生矛盾。
方法二 ：a.表示
[image: image98.wmf]OAOC
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b.点A,C在椭圆上②-----
[image: image100.wmf]22
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c.由1）2）3）可得   
[image: image102.wmf]22
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 ，即
[image: image103.wmf]AC
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，进而
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d．对上述情况进行讨论，要么O,A,B,C四点共线，要么点B为顶点，均产生矛盾。

学生将各步骤整合成的整题详细解答过程这里不一一列举。课后，笔者鼓励学生大胆尝试将题中“原点O”换为x轴上任意一点，对问题进行变式求解。本专题复习后，任教班级的学生们在解题思路清晰度、解题热情和自信较等方面相较之前均有进步。
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