二次曲线极点极线的定义与性质
及其在高考解析几何题中的应用
广东实验中学  数学科  许作舟

我们知道，过圆
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所在直线的方程为
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处的切线方程也恰为
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与圆相离且垂直于
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，显然它与点
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也有着千丝万缕的关系．事实上，点
[image: image16.wmf](

)

00

,

Pxy

和直线
[image: image17.wmf]2

00

:

lxxyyr

+=

在高等几何（射影几何）中被称为圆
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的一对极点极线．不仅圆具有极点极线的定义，椭圆、双曲线和抛物线等其他二次曲线也有类似的极点极线的定义．二次曲线的极点极线具有许多重要的性质，而近年来许多解析几何高考题的出题思路也正是基于这一数学背景．
已知椭圆
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为椭圆
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的一对极点极线，
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为
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1 切线性质：
若点
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在椭圆
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处的切线
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就是
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的极线（与椭圆
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相切）；
若点
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在椭圆
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外，过点
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作椭圆
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的两条切线，切点分别为
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的极线（与椭圆
[image: image41.wmf]C

相交）；
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作任意直线交椭圆
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分别为作椭圆
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的两条切线交于点
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，则点
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的轨迹就是
[image: image51.wmf]P

的极线（与椭圆
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相离）；
确定直线
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的极点
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可逆用上述方法．
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切线性质

焦点﹣准线性质
2 对偶性质：点
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的极线
[image: image58.wmf]l

上任一点的极线必过
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3 焦点－准线性质：椭圆
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焦点及其对应准线为一对极点极线；椭圆
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4 中点弦性质：以
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为中点的弦与
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的极线斜率相同．（注：中点弦的问题用点差法更佳）
5 自极三角形性质：过点
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作两直线分别交椭圆
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形成三对极点极线：
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为椭圆
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的一个自极三角形．
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自极三角形

射影性质

6 射影性质：过点
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上述定义及性质可推广至任意二次曲线（包括圆、椭圆、双曲线、抛物线）：

已知二次曲线
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为曲线
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的一对极点极线，
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的极点．如抛物线
[image: image101.wmf]2

:2

Cypx

=

的一对极点极线是
[image: image102.wmf](

)

00

,

Pxy

和
[image: image103.wmf](

)

00

:

lyypxx

=+

．

二次曲线的极点极线同样满足上述椭圆极点极线的几个性质（对圆无焦点﹣准线性质）．

例1（2010湖北文15）已知椭圆
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的两个焦点
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的取值范围是____________，直线
[image: image109.wmf]0

0

1

2

xx

yy

+=

与椭圆的公共点的个数是____________．
解析：这道题目的第二问中，点
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恰为已知椭圆的一对极点极线，条件
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告诉我们点
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在椭圆内，故由性质①我们可以马上判断出直线与椭圆相离，即公共点个数为0．

类似题  若直线
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没有公共点，则过点
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的公共点（   ）
A、至少有一个
B、有两个
C、只有一个
D、不存在

例2  已知抛物线
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作抛物线的两条切线，
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为切点．
（1）直线
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是否恒过定点？若是，请求出该定点坐标；若否，请说明理由．
（2）求
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面积的最小值．

解析：在解决这类“是否恒过定点”的问题时，若能事先准确判断是或否并猜想出定点位置，对解题方向的准确把握和解题思路的正确形成有重要的意义．事实上，由于
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恰为已知抛物线的准线，由性质③我们可以知道
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和
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为该抛物线的一对极点极线，
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面积即也得最小值．
类似题  过椭圆
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分别作椭圆切线交于点
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．问：点
[image: image144.wmf]P

是否落在某一定直线上？若是，请求出该直线；若否，请说明理由．

例3（2014广州二模20）已知定点
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(1) 求曲线
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的方程；
(2) 若点
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． 试判断以线段
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为直径的圆是否恒过两个定点？若是，求这两个定点的坐标；若不是，说明理由．

解析：（2）我们知道，焦点和准线为抛物线的一对极点极线，由性质⑤知，
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恰好构成抛物线的一个自极三角形，于是
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为抛物线的一对极点极线，又由性质③可知
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类似题  已知双曲线
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例4（2014广州一模）已知双曲线
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（1）求实数
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的值；
（2）证明：直线
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的斜率之积是定值；
（3）若点
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[image: image187.wmf]P

作动直线
[image: image188.wmf]l

与双曲线右支交于不同两点
[image: image189.wmf],

MN

，在线段
[image: image190.wmf]MN

上取异于点
[image: image191.wmf],

MN

的点
[image: image192.wmf]H

，满足
[image: image193.wmf]PMMH

PNHN

=

，证明点
[image: image194.wmf]H

恒在一条定直线上．
解析：（3）由性质⑥知，满足条件的点
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恒在点
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的极线上，立刻可知该直线方程为
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类似题  从圆外一点
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由上面的例题可见，二次曲线极点极线的定义与性质虽无法直接用于高考解题，但它就像一把钥匙，帮助我们理解出题者的本意，迅速的找到解题方向甚至是最终答案，以便寻找方法解决问题．
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