
最小二乘法的若干问题

一钱性代数的应用

陶本 藻

在近代最小二乘法的论证上及其应用方瓦 愈来愈多地应用了线怜代

数理论和计算方法以及数理统计的知讥 使最小二乘法的数学与现代数学

理论和计算技术联系起未 这不仅丰富了这门应用数学
,

而且也扩大了其

应用的范围

线性代数在最小二乘法中的应用范围很广
,

碎究这方面内容的文献很

多 本丈生要是从测量平差的观点出发
,

运用线性代数有关知识来论述最

小二乘法理论中的若干问题

最小二乘法原理与欧氏空间

测量平差问题中的误差方程纵 其一般形式可用‘个矢食方程来表示

“ 气十“ 十 “
·

户 夕留 , ·

其中 ,
、 、 夕

、 、 , 均为 二 维矢量‘

。 二 “ ‘ ,

⋯
。 , 香一

一

叭 气
’ · 吞

夕 二 夕 夕 , 二 夕那 ,

二 ·工 。 , , 公 ,
·

” ” 抢

‘
,’ 二人 , “ 。为纯量因孔 设矢量“ 、 石、 二 、

一

夕属于欧刀澳德空

间
,

因为
,

平差时误差方程系数阵的秩必为 , 即央量
、

气 ⋯
、 夕线

性无先 敌可 由这些央量为墓组成 “ 维欧几里德空间内的一个子空成
、
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由线性空间理论知澎
‘ 右端的线性组合

仰 如计 ⋯坷气二 毛 ·

也属于才 。

了也是矢氛 称为估计矢氢 ’ 相应称为州于空间

将 式代入 式
,

得
沪殆如声

二 毛 乡

可见 , 只有当 , 二 。吮 , 二了
,

’

观测值矢量 才属于估计空间
,

否

则毛是不属于该空间魄

按缓小二乘法原现 要求矢量 ”的内积

。 , , 〔, , 〕 最小

即
沪、口 口、如口

, , 一工 二 最小
·

这个式子表脚 在多维几何中的最刁二乘法原理
,

就是要求观测植矢量

的端成到枯计向矢了的端点距离的平方要最玩 也就是要求矢量 。 与

估计矢娜或者说与估计空间 ’正交二
‘

如果矢量 , 与宫 正交
,

则矢量 , 亦必与局于 ’的矢量 。 、 、 二 、夕

两两正交
,

按欧几里德空间定义内积的方法 得
、

、 。

⋯⋯

夕 、 ,

将 卜 工 式代入 即得法方程组
‘ , 叹 气 吞 勺

’

”’ 气 幼

琪 石 ‘ 气 屯 幻 , , ” 屯对
,

广

⋯口 , , 。 。 , 。 。 。 。

⋯
, 。 。

二
, 。 。 。 。 。 。 。 。

二
。 。 。 。 。 。

二
。 。 · , 。 。 。 。 。 。 。 。

·

攀, 川
‘ 十 刃

,
’ ,

一代 苏 户
’。 几

几百是应用线性代数中欧式空间的权念来讨论按最 , 二乘法作测量

一 寸



平差的问题 从误差方程至法方程的推导比较直观而且推导的过程比较

简短 同时仓给 出了最小二乘法的几何解氛
,

这就是将观测值央量毛 分

解为属于估计空间 ’
’

的估计矢黄毛 及与之价直的改正数矢量 , ,

求得

的粉
口数估植 , 、 二 , 二

, 二 。肥城的估计夫茹应锻观测值矢红
在估计空间 ’上的正射影

。

法方程组
·

中的系数阵是满秩的 而且在系数阵的左上角的

队 叭 ⋯ 阶子式都大于系 即

’ 气
·

。

二 〔 〕
, 〔 〕〔占 习

· ·

⋯

’

气 》 夕

‘ 《气 乙
·

乙夕

石

〔 〕〔 乙
·

工 二〔夕夕
·

一 〕

⋯⋯ ⋯
夕 飞 夕

·

儿 夕

故法方程的系数阵为对称正定限 这是研究法方程解法的一个很有用的

特忧
由 工

·

式知

几 玉 二 工 气 工汗 ” 二 几 工 ” , 今 ,

因为 , 二 。 见
·

式 故有

几 二 几 毛 气 ,

在欧几里得空间内矢量叫 的模或长定义为

城 ”

劝
叫 决

故
·

式可改写成

毛 “￡十 ”

此即为商高定理的推广

在侧二平差中已推得 〔” 二 〕的计并公式为

·

一 一



〔, , 〕二 〔筋 〕一 〔二
习 叭十〔石习

‘ ⋯ 〔夕习
,

将上式与
·

式相对照
,

即知估计矢量 的柳为

,了 , 〔 〕二 〔‘ 〕二 十 ⋯ 〔, 〕 汁
·

夭 高斯格式与消元间题

设有系数对称阵相同的两个方程

人 二

人

的行列式 川 奔 。二即 为满秩除 由 “ ·

叉

·

式可解
‘

中其得

将 式中常数项 。

一 一‘
’

,

一 一 胜 · 奋

转置后左乘
·

式两端
,

得
, , 住’ 一 犷 一 一 , ,

二甲甲

得允
·

、声夕飞

及顾
、

或

这株 一次式 压,

的计集

,
一

·

可用另一个一次式 甲 的计算域是代

巷 而不必直接求方程
·

的解
,

这种问题在线性代数中称为消元

问题
·

式表明方程组 的来知数与方程组 常教项

的乘积和与方程组
‘

的冻映口数与方程组 ‘ 常数项的乘积和

相条 这就是测量平差中所谓的对称线性方程组第二特性 丘 〕
。

清元问翁在平差计算中是经常用到的
,

平差中的主要公式大都月于

这种一次型式
。

例如
‘
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间接平差的生要公式 矩阵符号见 二罄 为

了务夕一巴

皿,

二了皿,

才 叮,
一

一 嗽 , 认
’

。

—
一 一 刀

尹

条件平差的生要公式〔〔 〕夸 为

一 毋

一 叹, 二 住,
·

二 叹,

科 犷 , ,叮

综合以上公式
。

式
一

中 为纯量
, 。、

法计算 , 值

作矩阵

我们以下列一次式的一般形式表示

己 十 。叮
·

为列矢轰 根据清元问题 可按下迷矩阵变换方

·

其中 人

转置
·

作初等变热

为方程
·

王 的增广阵
, 里 为方程

·

中 的

中的系数阵
,

为
·

的常札
、

现对矩阵
·

即左乘如下矩阵

叹,

少

了卜

式中 , 为与 同阶的单位阵
,

为方程
‘

中 的转天 可求得其

你了
二

·

人

法 。甲

·

灭
·

和
·

式

甲

·

、

为及积顾

·

一 乃 一



券 异心
,

豹
·

一

上述推导说巩 为求函数 万 之低 在 已知 时 为方程
·

的解
,

可通过对 左打升三角阵
·

。 而求气 但是 一般

业不知连 事实上 从

用 低 只要设法对矩阵

式可以看出
,

为求 万之值可以不利

的 作一系列初等变操 使变换后其左下

食 衅 的位互 元素全为氛 在这种情况五 右下角 的位置上

元素就是所舞要的二 低
根据上述理么 在间接平差吮

式为
’

丽
·

、
‘

目沙

, 住, 才叹,才 、

求 , 的初始格式和变换后的格

、
, , , ,

求洲砖
的格式为

· ’

卜洽、、

。

比方洲幼、二﹄
‘一礼

‘﹄。产,

尹一刀
‘尹了。
﹄

门一是黔南弓︸︸﹄﹄拼︸

人口

一 里

一 , 、
】 一争 兔”

式中一 , 为转换系数方程 , 一 , 二 。

‘

求未知数一 的格式为

厂人
、份 , ‘

式中一妞 为方程从一胎 。中常数瓦

综合上面几致变换后的格式为
’

一刀

尹、 , 诬
一

,
、

—

,

这个格式实际上就是运用高斯约化法 〔或乎方棍法 在高斯约化表 或
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平方根表 中配置的内容和计算的结果 这是因为高斯约化 或平方根

法 的实质就是对初始的拒阵进行初等变换 〔。 〕罄 变换的结果

其左下角元素为氛 也可以说其理论就是清元问屯
务件平差的移式与上述类同

。

一

因此
,

在最小二乘法中 如果运用线险代数中消元问题的理仑 就

能直观地说明高斯格式 或平方根表 的计算规气
·

而且可以避免繁琐

的推导过石

共 逐次约化与正交化变换

设有一满秩阵

二 , ”‘ 几

盆 ‘ · ‘ 。 犯

⋯⋯
一一人场

尸 护 ‘ · 分

将其分解为两个矩阵之积
,

鑫
矛一

甲
尹 尸 尸

、

其中 , 为 犷 阶下三扇访阵
,

为 尹 阶矩限 即

二二

护 材

、、、、了
二月﹄“扩

﹄尹

口

犷

亡“亡了、、丫

一一压,

重规定矩阵 中行矢量两两正允 即

汹
,

码
式中

冠’二 瓜 , 、

‘戈 乃

一 ‘

一 续 一



具有这种性质的矩阵 称为行矢量正交的矩阵 从线性代数中矩阵分解

的理论知磺
,

符合上述规定约分解是可行的
,

而且 甲 、

阵中的元素能

唯一确定
。

若令 中‘行的行夫童记为 。“气则‘
·

式可改写成
·

一一

川︸闭
‘沙

产拼﹄

解七 得
’

侧 ‘

。仁二 ,

、友广夕

户
⋯⋯

户 那

。闭一 ,

妇 气 亦
·

十

顾及条件 乃 ·

一 。

气
由上式可得下列内积式为

仁淮 二 。 冠
,

从
丸
、

几

。, 冠
,

万

。,

声
,

亦

或简写成

洲
,

汹
’

茗厂 , 芍丁一气丫一
从 ,

,

脚勺
·

由
·

天
·

式可几 利用这两个式子由 的元素可唯一的

确定于 、

中吝元素’
将上述理论应用到最小二乘法中来 说明平差的某些理论和实际计
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算很有益几
在条件乎差时

,

诊
一

言条件方程的系数阵为 以 , 为创

、、、、免卫‘,碑了
材称

国月囚︸”“可名
,

办生
,

,矛弓直‘蕊、、

一一八

按
一

和
·

么 ,

式计氛
。

乙二

⋯“ 。

·

乃

冬‘ 月

“
’ ‘ ’

舀

、, ,,‘得式中
‘

·
一“ 一

豁
‘

。
、

‘

一
‘一

豁
公一

粽瑞 乙犷一

称为条件方程的约化系豁
将

·

式两端左乘以甲一‘ ,

得

二 甲一 人 乃 ,

由逆阵定义式

几, 皿,

二 团 工各乃护气了、

可求得

叹, 一

二 〔“ 乙〕〔今
℃“ 之

、,

乙
,

右沪‘、护
已

产、

一 一



这就是公荡 如果将条件方程系教阵左乖
、

以 一‘ ,

交的矩阵

令夫量

孰价变换成行矢量正

二
’

吞

二 且

’

二 ,

· ‘

卜 ,’
·

外“ 二

乃 , 各

、︺

则由耳阵的性质知
一

, 。

乙

实际几 从
·

乃一 “

一

一

式亦可看出上式是成立的二 这些式子说明了平差中

条件方程约化系数的性反
设原条件方程为

十 二 ,

作变瑰 对上式两端左乘以 一‘ 得

人 坷
,一 派

或

班 皿, 毋 二

此时条件叻程系数行矢重两两正丸 从 乃
·

至
·

的过程称为

条件方程正交化变傀 经正交化变换后的条件方程是彼此独立气 这是

因为由条件
·

组成的法方程

一 服里

州
一饰 。 功

其系数阵是对痛型魄 即

乃

、刊刀

乙
·

人 乃
·

弓

了声奋权、、、

一一
泣

一 心 一



因此
,

条件 乃 ·

可单独解朱
上述说明

,
·

通过对条件方程作正交化变嫩 从洲童平差观点氛 就

是对条件方程进行逐次约化
,

其结果是甲组被此独立的条件方程
,

达到

分组平差目的
,

这就是所谓的逐一分组条件平差浅
同杭 在间接平差改 也能对误差方程进行正交化变瑰 即约化误

差方长 达到分组平差的目的

设误差方程的一般形式为

二 才
·

将转置后伪 系数人少 进行分解

口任
, 石

·

题阵 , 、

的规定与前述同 将上式代入 各
·

‘

工 式得
, 皿‘

材 压‘ , 住,

料才

作未知数代热 令

二 二尹
,

卜

上面的误差方程写成
二 甲 十 了

·

·

此吮 误差方程系数阵为沪
’

按 的定义
, 少 为列矢量正交的矩除

亦即经过上述变挑
‘

所得到的是列矢量彼此正交的误差方橄 从人 变换

至沪
‘

称为误差方程正交化
,

或称为约仰密堆姚组成的舫程

十 才 三 。
’

各
·

乃

其系戮阵为对角型的 卜 入

因为 , 是下三角阵
· ,

故 , 压为上三角阵 由 。 · 。 解出

后
,

可方便地按 乃
·

式回代求出未知数不
。

上述通过误差方程正交化或约化误差方移的方流 达到未知数单独

乎差
,

这种平差方法
,

我们称为来知数遂甲平差志

通过对条件方程 或误差方程 的正交化变换组成的法方程
,

其方

一 一



程组的稳定性〔 。〕是较高的
。

有的文献提出
,

进行上述正交化变瑰
’

是改善方程组稳定性 或制约性 的一个途讯 我们舍在 〔 〕中提出

过对此问题的看流 这仍是 , 个值得研究的问题

叫 函数方差最小与估计理论

按最小二乘法进行测量平差
,

求得的未知数任一线性函数的方差为

最么 或者说函数的权为最九 这就是最小方差原理或称最大权原理

最小方差原理与最小二乘原理实际是互相统一 的
,

它们是从不同的方面

着手研先 最后的平差结果完全一热 在文献 〔 〕中
,

仅就直接平差

情况对上述问题作了说呢 但更普退的证明一般测丝平差书籍中是少见

到魄 文献〔 〕的作春 运用了线性估计理论证明了按最小二乘法求得

的函数枯值 其有最优无偏的性质
,

实际上也就证明了最小方差原基

⋯’我们按照 〔 〕 中介绍的线性估计理怒 运用拒阵来证功按最刁二
乘法求得的任一线性函数的方差为最刁、 其推导过程要 比丈献〔 〕简

明
。

·

、产、少矛飞、

设有观测方程和未知量的任一线性函数为

, 渝 石
· ‘

二 万 ,

牡
·

式中 为未知量真值列矢笃 为观厕植列矢量二 八为观测植真误差列

矢鸟 分为系数列矢量
,

‘

为系数阵、 根据侧量的性夙 △‘ 是互相独

立的无偏的随机变堂
,

为讨论问题方便起瓜 这里很设屯们是同精度的

用数学式子表示
,

就是 △的数学期望

油 △ 二

以及 △的协方差矩阵 四是对角阵
,

而且对南阵元素均为 △’ 的方差

碑 ,

即

一
,

厅 一



△ 二 叮 之 ·

工表示单位矩眼
不论用何种计算方成 由观测数据不可能尤

’一

得来疾士任一线性函数

的真植
,

而只能得到宅的估植夕 设由观洲位 毛 算裕幻佑位为

夕 叫 甲乙
‘

如

叫 为用某种方法确定的系数列矢童 采用的计算方法不同
,

其弓 也不相

同
。

根据线性估计理么 要求夕 必须是真值 的无偏估计亦即纂求夕 的

数学翔立就是
,

即

习 夕 二
·

将
· 、 ·

式代入上式得

凡 叫 石 叫 , 叭 毛 叫 , 双 十 △

叫 压,人 州 叹’

△

因为瓦 片
, 凡 △ 二 。 ,

故上式为
。 以皿,

与
·

式对照 即知

叫 甲 沪
,

忿

也就是讯 如果夕 是 的无偏估低 则 式中的叫 必须满足条件
·

宁
。

从上述理论的观点
,

作为一种平差方洗 碱 必须满足这个条依 否

则
·

式不能称为平差法的公式
。

但从方程 心 ·

知道 一般
。 奔

,

故城 的解不是唯一的
,

亦即 的无偏枯植是多解的
,

在这些多

植解中
,

线性估计理论扮出了另一个要哀 即要求取其中方差为最小的

作为 的估位
,

满足这个耍求的枯底 你为最优无偏估植 用数学式子

表示丙
夕 二 “ 茗

一

·

一 一



将
· “ 式代入 按方差运算规则可得

,

。 夕 , 亏叹“’ 城 , , 试

因为 、 毛卜 ‘八再由
·

式知

二 工‘ 之 ·

代入上式得
甲

二勺 夕 二 讨住,试‘ , 二“
。 ·

工。

按最小二乘法进行测量平差
,

其结果是满足上述两个条件的 下面

进行正界⋯
’ ‘

设供应方程为

毛 二 人 卡 ,

二 大由最小二乘法所得的估位
, 、

, 撇读正教列央氮
·

凡 盯 二
一

份

奋
·

其法方程珍
卜 扮

几 之

式申
反 二 火望

一

二 户飞

由此解得

二 见一 二

为法方程系数的逆爪
按最小二乘法对

·

作枯计
,

其枯值为
夕 刃

将
·

入 咯 · 乃 式代入上式得

夕 二 万任,

孵护住,

护
’
毛

将上式与
·
。 对照

,

两者形式相同
,

令

育 , , 砂
,

它就是由最小二乘法求得的试 让
因为

寻
’直 二 压’

、、 “拼 任,
, 二

‘

‘ , 二

宁

‘

一 一



故育满足条件
·

式

现设按其它方法求得的系数植记为碱 ,
·

它亦满足
·

,
·

式
,

则有

二, 二 沪
‘ ”

。
·

将
·

式城去 心
·

式得

二口’

导
’

。

一 将上式转丘 业左乘以沪 得 、

, 尹两言 。

颓及‘
·

丸 上式为

平又冬妄 二 。 咯

于
·

是有

二几

采 二二
,

石
,

’

两有
口

汤
二言

皿’

二有 澎
’

反有
,

一
,

皿卜叼 产试 沁
十 试气魂 试 卜讨 试

顾及
·

。 式
,

上式可写成
一于一 一
叫 试 叫‘叫

叹 一 八刁卜曰 八刁卜甲

试一叫 弓叫 叹 》试 叹

上式表明
,

用任何其它平差方法而得的“ 其
一 一
试 只 之值总是大于按最

小二乘法平差求得的留育 之值
,

只有当二二胃昧 才驴幕孑育 这

就证明了按最小二乘法平差计算得到的言值满足条件
’

· 一

。 ,

而且宅

是唯一解

因此可以得到结心 按最小二乘法求出的来如量及其任一线性函数

是最优的无偏估低 其函数的方差为最刁、 这就普遍地证明了测量平差

中的最小方差原理或最大权原毅

一 乃
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