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专题三 数列及其应用
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4.已知[image: image40.wmf]{
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,故填[image: image69.wmf]1

2,22

n

+

-

.
7.等比数列[image: image70.wmf]{
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[3]等差数列证明(定义)
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[7]等差数列性质
12.已知[image: image214.wmf],,

xyzR

Î

,若[image: image215.wmf]1,,,3

xyz

--

成等差数列,则[image: image216.wmf]xyz

++

的值为(    )

A.[image: image217.wmf]2

-


B.[image: image218.wmf]4

-


C.[image: image219.wmf]6

-


D.[image: image220.wmf]8

-

[
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A.[image: image229.wmf]5

2

        B.[image: image230.wmf]5

      C.[image: image231.wmf]5

2

-

      D.[image: image232.wmf]5

-

 

<解析>因为[image: image233.wmf]24

,

aa

为二次方程[image: image234.wmf]2

20

xx

--=

的根,所以根据根与系数的关系可得[image: image235.wmf]24

1

aa

+=

,又因为[image: image236.wmf]{

}

n

a

为等差数列,所以根据等差数列的性质可得[image: image237.wmf]1524

1

aaaa

+=+=

,再根据等差数列前n项和的公式可得[image: image238.wmf](

)

15

5

5

5

22

aa

S

+

==

,故选A.

14.若数列[image: image239.wmf]{

}

n

a

为等差数列且[image: image240.wmf]357911

20

aaaaa

++++=

,则[image: image241.wmf]89

1

2

aa

-=

(   )

A.1

              B.2
 C.3    
D.4
<解析>因为数列[image: image242.wmf]{

}

n

a

为等差数列,所以根据等差中项的性质可得[image: image243.wmf]3117597

2,2

aaaaaa

+=+=

,则[image: image244.wmf]35791177

205204

aaaaaaa

++++=Þ=Þ=

,再根据等差中项的性质可得[image: image245.wmf]798879

11

2

22

aaaaaa

+=Þ=+

,则[image: image246.wmf]897

11

2

22

aaa

-==

,故选B.

[8]等差数列前n项和最值

15.设数列{an}是公差d<0的等差数列，Sn为其前n项和，若S6＝5a1＋10d，则Sn取最大值时，n＝(　　)

A.5           B.6             C.5或6 
          D.6或7
<解析>因为[image: image247.wmf]61

510

Sad

=+

,所以根据等差数列的前n项和公式可得[image: image248.wmf](

)

(

)

16

6161

6

3510

2

aa

Saaad

+

=Þ+=+

[image: image249.wmf]1116

615510500

adadada

Þ+=+Þ+=Þ=

,则[image: image250.wmf]56

0

aadd

=-=->

且[image: image251.wmf]7

0

ad

=<

,因为[image: image252.wmf]6565

SSaS

=+=

且[image: image253.wmf]7676

SSaS

=+<

,所以当[image: image254.wmf]5

n

=

或[image: image255.wmf]6

时,[image: image256.wmf]n

S

最大.

[9]等比数列性质

16.公比为2的等比数列[image: image257.wmf]{

}

n

a

的各项都是正数,且[image: image258.wmf]311

16

aa

=

,则[image: image259.wmf]5

a

=

(    )

A.1         B.2       C.4          D.8
<解析>因为数列[image: image260.wmf]{

}

n

a

为等比数列且各项为正式,所以根据等比中项的性质可得[image: image261.wmf]2

3117

aaa

=

,则[image: image262.wmf]3117

164

aaa

=Þ=

,又因为等比数列[image: image263.wmf]{

}

n

a

的公比[image: image264.wmf]2

q

=

,所以[image: image265.wmf]7

5

2

1

a

a

q

==

,故选A.

17.已知数列[image: image266.wmf]{

}

n

a

为等比数列,下面结论正确的是(    )

A.[image: image267.wmf]132

2

aaa

+³

      B.[image: image268.wmf]222

132

2

aaa

+³

    C.若[image: image269.wmf]13

aa

=

,则[image: image270.wmf]12

aa

=

 D.若[image: image271.wmf]31

aa

>

,则[image: image272.wmf]42

aa

>


<解析>因为数列[image: image273.wmf]{

}

n

a

为等比数列,所以根据等比中项的性质可得[image: image274.wmf]2

132

aaa

=

,再根据基本不等式[image: image275.wmf]22

2

abab

+³

可得[image: image276.wmf]22222

1313132

22

aaaaaaa

+³Þ+³

,所以B是正确的,故选B.(注:其余选项都是错误的,对于A选项,按照基本不等式[image: image277.wmf](

)

2,0

ababab

+³>>

,缺少条件数列[image: image278.wmf]{

}

n

a

为正数数列.故A是错误的.对于选项C,[image: image279.wmf]2

13

11

aaqq

=Þ=Þ=±

,当[image: image280.wmf]1

q

=-

时,[image: image281.wmf]12

aa

¹

,故C是错误的.对于选项D,当[image: image282.wmf]0

q

<

时,[image: image283.wmf]313142

aaaqaqaa

>Þ<Þ<

,故D是错误的)

18.若等比数列[image: image284.wmf]{

}

n

a

满足[image: image285.wmf]24

1

2

aa

=

,则[image: image286.wmf]2

135

aaa

=

_______.

<解析>因为数列[image: image287.wmf]{

}

n

a

为等比数列,所以根据等比数列的性质可得[image: image288.wmf]1524

1

2

aaaa

==

,再根据等比中项的性质可得[image: image289.wmf]2

324

1

2

aaa

==

,则[image: image290.wmf]2

135

111

224

aaa

=´=

,故填[image: image291.wmf]1

4

.

[10]数列周期性
19.数列[image: image292.wmf]{

}

n

a

的通项公式为[image: image293.wmf]cos

2

n

n

an

p

=

,其前n项和为[image: image294.wmf]n

S

,则[image: image295.wmf]2013

=

S

(   )

A.1006      B.2012       C.503          D.0
<解析>因为数列[image: image296.wmf]{

}

n

a

的通项公式为[image: image297.wmf]cos

2

n

n

an

p

=

,所以[image: image298.wmf]12

2

1cos0,2cos2,

22

aa

pp

====-

gg


[image: image299.wmf]3

3

3cos0

2

a

p

==

g

[image: image300.wmf]4

4

,4cos4

2

a

p

==

g

,因为[image: image301.wmf]cos

2

yx

p

æö

=

ç÷

èø

的周期为4,所以数列[image: image302.wmf]}

{

n

a

的每相邻四项之和是一个常数[image: image303.wmf]1234

2

aaaa

+++=

,则[image: image304.wmf]20124503

50321006

SS

´

==´=

,而[image: image305.wmf]201320122013

SSa

=+


[image: image306.wmf]2013

10062013cos1006

2

p

=+=

g

.故选A.
[13]叠加叠乘数列通项公式
20.如果数列[image: image307.wmf]3

2

1

121

,,

n

n

aa

a

a

aaa

-

LL

是首项为1,公比为[image: image308.wmf]2

-

的等比数列,则[image: image309.wmf]5

a

=

(    )

A.[image: image310.wmf]32


B.[image: image311.wmf]64


C.[image: image312.wmf]32

-


D.[image: image313.wmf]64

-


<解析>因为数列[image: image314.wmf]3

2

1

121

,,

n

n

aa

a

a

aaa

-

LL

是首项为1,公比为[image: image315.wmf]2

-

的等比数列,所以该数列的通项公式为[image: image316.wmf](

)

(

)

1

1

122

n

n

n

a

n

a

-

-

=-³

g

,即[image: image317.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1234

35

24

1

1234

1,2,2,2,2

aa

aa

a

aaaa

==-=-=-=-

,则五个等式对应相乘可得[image: image318.wmf](

)

(

)

123410

35

24

51

1236

2232

aa

aa

aa

aaaa

+++

==-=-=

gggg

,故选A.

[14]可构造等比数列通项公式 [15]利用[image: image319.wmf]n

S

定义([image: image320.wmf],

nn

Sa

关系)
21.设数列[image: image321.wmf]{

}

n

a

的前n项和为[image: image322.wmf]n

S

,数列[image: image323.wmf]{

}

n

S

的前n项和为[image: image324.wmf]n

T

,满足[image: image325.wmf](

)

2

2*

nn

TSnnN

=-Î


(1)求[image: image326.wmf]1

a

的值;    (2)求数列[image: image327.wmf]{

}

n

a

的通项公式.

<解析>(1)因为[image: image328.wmf]n

S

为数列[image: image329.wmf]{

}

n

a

的前n项和且[image: image330.wmf]n

T

为数列[image: image331.wmf]{

}

n

S

的前n项和,所以根据前n项和的定义可得[image: image332.wmf]111

aST

==

,则当[image: image333.wmf]1

n

=

时, [image: image334.wmf]2

11111

221211

nn

TSnTSaaa

=-Þ=-Þ=-Þ=

,故[image: image335.wmf]1

1

a

=

.

(2)当[image: image336.wmf]2

n

³

时,因为[image: image337.wmf]2

2

nn

TSn

=-

…①,所以[image: image338.wmf](

)

2

11

21

nn

TSn

--

=--

…②.又因为[image: image339.wmf]n

S

为数列[image: image340.wmf]{

}

n

a

的前n项和且[image: image341.wmf]n

T

为数列[image: image342.wmf]{

}

n

S

的前n项和,所以根据前n项和的定义可得[image: image343.wmf]1

nnn

aSS

-

=-

且[image: image344.wmf]1

nnn

STT

-

=-

,则①-②可得[image: image345.wmf](

)

(

)

2

2

11

21

nnnn

TTSSnn

--

-=--+-

[image: image346.wmf]221

nn

San

Þ=-+

…③,因为[image: image347.wmf]221

nn

San

=-+

,所以[image: image348.wmf](

)

11

2211

nn

San

--

=--+

…④,则③-④可得[image: image349.wmf](

)

11

2221211

nnnn

SSaann

--

-=--++--

[image: image350.wmf]11

22222

nnnnn

aaaaa

--

Þ=--Þ=+

[image: image351.wmf]1

224

nn

aa

-

Þ+=+

[image: image352.wmf]Þ

[image: image353.wmf](

)

1

1

2

2222

2

n

nn

n

a

aa

a

-

-

+

+=+Þ=

+

,因为[image: image354.wmf](

)

1

2

22

2

n

n

a

n

a

-

+

=³

+

为常数,所以数列[image: image355.wmf]{

}

2

n

a

+

是以[image: image356.wmf]1

23

a

+=

为首项公比为[image: image357.wmf]2

的等比数列,即[image: image358.wmf]1

232

n

n

a

-

+=

g

[image: image359.wmf]1

322

n

n

a

-

Þ=-

g

,故[image: image360.wmf]1

322

n

n

a

-

=-

g

.

[15]利用[image: image361.wmf]n

S

定义([image: image362.wmf],

nn

Sa

关系) [19]裂项求和(分式)
22.设各项均为正数的数列[image: image363.wmf]{

}

n

a

的前[image: image364.wmf]n

项和为[image: image365.wmf]n

S

，满足[image: image366.wmf](

)

2

1

441*

nn

SannN

+

=--Î

且[image: image367.wmf]2514

,,

aaa

构成等比数列.
(1)证明:[image: image368.wmf]21

45

aa

=+

;   (2)求数列[image: image369.wmf]{

}

n

a

的通项公式;
(3)证明：对一切正整数[image: image370.wmf]n

,有[image: image371.wmf]12231

1111

2

nn

aaaaaa

+

+++<

L

.
<解析>(1)当[image: image372.wmf]1

n

=

时,根据数列前n项和[image: image373.wmf]n

S

的定义可得[image: image374.wmf]11

Sa

=

,则[image: image375.wmf]22

112

441441

nn

Sanaa

+

=--Þ=--

[image: image376.wmf]2

21

45

aa

Þ=+

,因为数列[image: image377.wmf]{

}

n

a

的各项都为正数,所以[image: image378.wmf]2

0

a

>

,即[image: image379.wmf]2

2121

4545

aaaa

=+Þ=+

.

(2)当[image: image380.wmf]2

n

³

时,因为[image: image381.wmf]2

1

441

nn

San

+

=--

…①,所以[image: image382.wmf](

)

2

1

4411

nn

San

-

=---

…②,根据数列前n项和[image: image383.wmf]n

S

的定义可得[image: image384.wmf]1

nnn

aSS

-

=-

,则①-②可得[image: image385.wmf](

)

(

)

22

11

444111

nnnn

SSaann

-+

-=--+--+


[image: image386.wmf]22

1

44

nnn

aaa

+

Þ=--

[image: image387.wmf](

)

2

222

11

442

nnnnn

aaaaa

++

Þ++=Þ+=

,因为数列[image: image388.wmf]{

}

n

a

为正数数列,所以[image: image389.wmf]1

20,0

nn

aa

+

+>>

,则[image: image390.wmf](

)

(

)

2

2

111

2222

nnnnnn

aaaaaan

+++

+=Þ+=Þ-=³

,因为数列[image: image391.wmf]{

}

n

a

 的相邻两项之差[image: image392.wmf](

)

1

22

nn

aan

+

-=³

为常数,所以[image: image393.wmf]{

}

n

a

从第二项开始是以公差为2的等差数列,则有[image: image394.wmf](

)

522

2526

aaa

=+-=+

g

且[image: image395.wmf](

)

1422

214224

aaa

=+-=+

g

.因为[image: image396.wmf]2514

,,

aaa

成等比数列,所以根据等比中项的性质可得[image: image397.wmf](

)

(

)

2

2

214522222

24612363

aaaaaaaa

=Þ+=+Þ=Þ=

.由(1)可得[image: image398.wmf]2111

453451

aaaa

=+Þ=+==

,因为[image: image399.wmf]21

2

aa

-=

且[image: image400.wmf](

)

1

22

nn

aan

+

-=³

,所以[image: image401.wmf]{

}

n

a

为以[image: image402.wmf]1

1

a

=

为首项公差为2的等差数列,则[image: image403.wmf](

)

12121

n

ann

=+-=-

,故[image: image404.wmf]21

n

an

=-

.

(3)由(2)可得[image: image405.wmf]21

n

an

=-

,则[image: image406.wmf](

)

(

)

1

11111

212122121

nn

aannnn

+

æö

==-

ç÷

-+-+

èø

,所以[image: image407.wmf]12231

111111111111

21323522121

nn

aaaaaann

+

æöæöæö

+++=-+-+-

ç÷ç÷ç÷

-+

èøèøèø

LL

[image: image408.wmf]11

1

221

n

æö

=-

ç÷

+

èø

[image: image409.wmf]11

242

n

=-

+

,因为[image: image410.wmf]*

nN

Î

,所以[image: image411.wmf]1

0

42

n

-<

+

[image: image412.wmf]111

2422

n

Þ-<

+

,故[image: image413.wmf]12231

1111

2

nn

aaaaaa

+

+++<

L


[17]分组求和

23.设[image: image414.wmf]{}

n

a

为等差数列,[image: image415.wmf]n

S

为数列[image: image416.wmf]{}

n

a

的前[image: image417.wmf]n

项和,已知[image: image418.wmf]715

7,75

SS

==

. 

(1)求数列[image: image419.wmf]{}

n

a

的通项公式[image: image420.wmf]n

a

；(2)设[image: image421.wmf]82

n

a

n

b

=×

，[image: image422.wmf]n

T

为数列[image: image423.wmf]{

}

n

nb

+

的前[image: image424.wmf]n

项和,求[image: image425.wmf]n

T

.

<解析>(1)设等差数列[image: image426.wmf]{}

n

a

的公差为[image: image427.wmf]d

,则[image: image428.wmf]1

1

(1)

2

n

Snannd

=+-

, 

∵[image: image429.wmf]715

7,75

SS

==

,   ∴[image: image430.wmf]î

í

ì

=

+

=

+

.

75

105

15

,

7

21

7

1

1

d

a

d

a

 ∴[image: image431.wmf]1

2

1

a

d

=-

ì

í

=

î

.                                                          

∴[image: image432.wmf]1

(1)213

n

aandnn

=+-=-+-=-

.

(2)由(1)得[image: image433.wmf]33

82222

n

a

nn

n

b

-

=×=´=

∴[image: image434.wmf]23

1222322

n

n

Tn

=++++++++

L

                              

[image: image435.wmf]23

(123)(2222)

n

n

=+++++++++

LL

 [image: image436.wmf]12(12)

(1)

212

n

nn

-

=++

-

[image: image437.wmf]2

1

22

22

n

nn

+

=++-

.

故[image: image438.wmf]2

1

22

22

n

n

nn

T

+

=++-

.
[18]错位相减 [15]利用[image: image439.wmf]n

S

定义([image: image440.wmf],

nn

Sa

关系)
24.已知数列[image: image441.wmf]{

}

n

a

的前n项和为[image: image442.wmf]n

S

,且[image: image443.wmf](

)

2

2*

n

SnnnN

=+Î

,数列[image: image444.wmf]{

}

n

b


满足[image: image445.wmf](

)

2

4log3*

nn

abnN

=+Î


(1)求[image: image446.wmf],

nn

ab

;   (2)求数列[image: image447.wmf]{

}

nn

ab

g

的前n项和[image: image448.wmf]n

T

.

<解析>(1)根据数列前n项的定义可得[image: image449.wmf]11

aS

=

且[image: image450.wmf](

)

1

2

nnn

aSSn

-

=-³

,所以当[image: image451.wmf]1

n

=

时, [image: image452.wmf]2

1

23

n

Snna

=+Þ=

,当[image: image453.wmf]2

n

³

时,因为[image: image454.wmf]2

2

n

Snn

=+

…①,所以[image: image455.wmf](

)

2

2

1

211231

n

Snnnn

-

=-+-=-+

…②，则①[image: image456.wmf]-

②得[image: image457.wmf](

)

1

412

nnn

aSSnn

-

=-=-³

,带入首项检验可得符合,所以[image: image458.wmf]41

n

an

=-

.则[image: image459.wmf]2

4log3

nn

ab

=+

[image: image460.wmf]22

414log3log1

nn

nbbn

Þ-=+Þ=-
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[19]裂项求和(间隔分式)
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(1)求[image: image477.wmf]{
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[19]裂项求和(指数分式) [3]等比数列证明(定义)  [13]叠加叠乘数列通项公式
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27.设数列[image: image540.wmf]{
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(1)求数列[image: image549.wmf]{

}

n

a

的通项公式； (2)求[image: image550.wmf]n

T

；

(3)求满足[image: image551.wmf]23

1111010

111

2013

n

TTT

æöæö

æö

--××->

ç÷ç÷

ç÷

ç÷ç÷

èø

èøèø

L

的最大正整数[image: image552.wmf]n

的值.
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(2)由(1)可得数列[image: image564.wmf]{
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,所以满足条件的最大正整数[image: image579.wmf]n

的值为[image: image580.wmf]287

.

28.正项数列{an}的前n项和Sn满足：Seq \o\al(2,n)－(n2＋n－1)Sn－(n2＋n)＝0.

(1)求数列{an}的通项公式an；
(2)令bn＝eq \f(n＋1,n＋22a\o\al(2,n))，数列{bn}的前n项和为Tn.证明：对于任意的n∈N*，都有Tn<eq \f(5,64).

<解析>(1)由Seq \o\al(2,n)－(n2＋n－1)Sn－(n2＋n)＝0，得[Sn－(n2＋n)](Sn＋1)＝0.由于{an}是正项数列，所以Sn>0，Sn＝n2＋n.于是a1＝S1＝2，
n≥2时，an＝Sn－Sn－1＝n2＋n－(n－1)2－(n－1)＝2n.

综上，数列{an}的通项公式为an＝2n.

(2)证明：由于an＝2n，故bn＝eq \f(n＋1,n＋22a\o\al(2,n))＝eq \f(n＋1,4n2n＋22)＝eq \f(1,16)

eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(\f(1,n2)－\f(1,n＋22))).

Tn＝eq \f(1,16)

eq \b\lc\[\rc\ (\a\vs4\al\co1(1－\f(1,32)＋\f(1,22)－\f(1,42)＋\f(1,32)－\f(1,52)＋…＋\f(1,n－12)－))

eq \b\lc\ \rc\](\a\vs4\al\co1(\f(1,n＋12)＋\f(1,n2)－\f(1,n＋22)))＝
eq \f(1,16)

eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(1＋\f(1,22)－\f(1,n＋12)－\f(1,n＋22)))<eq \f(1,16)

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(1＋\f(1,22)))＝eq \f(5,64).

[20]分段数列前n项和
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