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函数的基本性质

一、函数的单调性

函数的单调性函数的单调性反映了函数图像的走势，高考中常考其一下作用：比较大小，解不等式，求最值。

定义：（略）

定理1：
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定理2：（导数法确定单调区间） 若
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上是减函数.
1.函数单调性的判断(证明)

(1)作差法(定义法)   (2)作商法   (3)导数法

2.复合函数的单调性的判定

对于函数
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3.由单调函数的四则运算所得到的函数的单调性的判断

对于两个单调函数
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(1)当
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①
[image: image27.wmf]1

()()()

Fxfxgx

=+

的增减性与
[image: image28.wmf]()

fx

相同，

②
[image: image29.wmf]2

()()()

Fxfxgx

=×

、
[image: image30.wmf]3

()()()

Fxfxgx

=-

、
[image: image31.wmf]4

()

()(()0)

()

fx

Fxgx

gx

=¹

的增减性不能确定；

(2)当
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具有相异的增减性时，我们假设
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4.奇偶函数的单调性

奇函数在其定义域内的对称区间上的单调性相同，偶函数在其定义域内的对称区间上的单调性相反。

二、函数的对称性

函数的对称性是函数的一个基本性质, 对称关系不仅广泛存在于数学问题之中,而且利用对称性往往能够更简捷的使问题得到解决,对称关系同时还充分体现数学之美。
1.函数
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定理1: 函数
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特殊的有：

①函数
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②函数
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③函数
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定理2：函数
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特殊的有：

函数
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函数
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函数
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定理3：（性质）

①若函数y=f (x)的图像有两条铅直对称轴x=a和x=b(a不等于b),那么f(x)为周期函数且2|a-b|是它的一个周期。

②若函数y=f (x)的图像有一个对称中心M(m.n)和一条铅直对称轴x=a,那么f(x)为周期函数且4|a-m|为它的一个周期。

③若函数y = f (x) 图像同时关于点A (a ,c)和点B (b ,c)成中心对称（a≠b），则y = f (x)是周期函数，且2| a－b|是其一个周期。
④若一个函数的反函数是它本身,那么它的图像关于直线y=x对称。

2.两个函数图象的对称性:
①函数
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特殊地: 
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③函数
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④函数
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⑤函数y = f (x)与a－x = f (a－y)的图像关于直线x +y = a成轴对称。
函数y = f (x)与x－a = f (y + a)的图像关于直线x－y = a成轴对称。

函数y = f (x)的图像与x = f (y)的图像关于直线x = y 成轴对称。

3．奇偶函数性质

对于两个具有奇偶性的函数
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（1）满足定义式子
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(3)当
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③两个偶函数之和、差、积、商为偶函数
(4)当
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（6）任意函数
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（7）一般的奇函数都具有反函数，且依然是奇函数，偶函数没有反函数

（8）图形的对称性  关于
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（11）常见的奇偶函数

三、函数的周期性

函数的周期性反映了函数的重复性，在试题中它的主要用途是将大值化小，负值化正，求值。
1.周期性的定义

对于函数
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叫做这个函数的周期。如果所有的周期中存在着一个最小的正数，就把这个最小的正数叫做最小正周期。如果非零常数
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2. 函数的周期性的主要结论：
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[image: image131.wmf]()()

fxafxb

+=+

（
[image: image132.wmf]ab

¹

），那么
[image: image133.wmf]()

fx

是周期函数，其中一个周期
[image: image134.wmf]Tab

=-


结论2：如果
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结论3：如果定义在
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结论4：如果偶函数
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结论5：如果奇函数
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结论6：如果函数同时关于两点
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结论7：如果奇函数
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结论8：如果函数
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结论9：如果
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结论11：如果
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例1：定义在R上的非常数函数满足：f (10+x)为偶函数，且f (5－x) = f (5+x),则f (x)一定是（   ）
（第十二届希望杯高二 第二试题）

(A)是偶函数，也是周期函数

(B)是偶函数，但不是周期函数 
(C)是奇函数，也是周期函数

(D)是奇函数，但不是周期函数

解：∵f (10+x)为偶函数，∴f (10+x) = f (10－x).

∴f (x)有两条对称轴 x = 5与x =10 ，因此f (x)是以10为其一个周期的周期函数， ∴x =0即y轴也是f (x)的对称轴，因此f (x)还是一个偶函数。

故选(A)




例6.求证:若
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由奇数定义得
[image: image199.wmf](

)

1

fx

-=-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image200.wmf](

)

1

fx

=0


[image: image201.wmf]\



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image202.wmf]1

x

-

也是方程的根

即方程的根除
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方程根为奇数个。

例2：设定义域为R的函数y = f (x)、y = g(x)都有反函数，并且f(x－1)和g-1(x－2)函数的图像关于直线y = x对称，若g(5) = 1999，那么f(4)=（ ）。 

1999； （B）2000； （C）2001； （D）2002。 
解：∵y = f(x－1)和y = g-1(x－2)函数的图像关于直线y = x对称，
∴y = g-1(x－2) 反函数是y = f(x－1)，而y = g-1(x－2)的反函数是:y = 2 + g(x), ∴f(x－1) = 2 + g(x), ∴有f(5－1) = 2 + g(5)=2001

故f(4) = 2001,应选（C）
例3.设f(x)是定义在R上的偶函数，且f(1+x)= f(1－x),当－1≤x≤0时，

f (x) = －
[image: image205.wmf]2
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x，则f (8.6 ) = _________   （第八届希望杯高二 第一试题）

解：∵f(x)是定义在R上的偶函数∴x = 0是y = f(x)对称轴；

又∵f(1+x)= f(1－x) ∴x = 1也是y = f (x) 对称轴。故y = f(x)是以2为周期的周期函数，∴f (8.6 ) = f (8+0.6 ) = f (0.6 ) = f (－0.6 ) = 0.3

例4. 设f(x)是定义在R上的奇函数，且f(x+2)= －f(x),当0≤x≤1时，

f (x) = x，则f (7.5 ) = （  ）

  (A)  0.5

(B)
－0.5

(C) 1.5


(D) －1.5

解：∵y = f (x)是定义在R上的奇函数，∴点（0，0）是其对称中心；

   又∵f (x+2 )= －f (x) = f (－x)，即f (1+ x) = f (1－x)， ∴直线x = 1是y = f (x) 对称轴，故y = f (x)是周期为2的周期函数。

   ∴f (7.5 ) = f (8－0.5 ) = f (－0.5 ) = －f (0.5 ) =－0.5 故选(B)
一、 反函数的性质和应用
（1）定义域值域相反    （2）图象关于
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（二）奇偶函数性质

（1）满足定义式子（2）在原点有定义的奇函数有
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（3）两个偶函数之和、差、积、商为偶函数；（4）两个奇函数之和、差为奇函数；积（商）为偶函数；（5）一个奇函数和偶函数之积、商为奇函数．（6）任意函数
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的和（7）一般的奇函数都具有反函数，且依然是奇函数，偶函数没有反函数（8）图形的对称性

周期性：定义、判断
常见具有周期性的函数
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对称性：判断、性质
（1）一个函数的对称性：
1、函数
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   显然： 特殊的有偶函数关于y（即x=0）轴对称，则有关系式 
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2、函数
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上述关系也可以写成
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显然特殊的有奇函数关于（0，0）对称，奇函数有关系式
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3、函数自身不可能关于
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（2）两个函数的对称性：
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（四）三性的综合应用
（08湖北卷6）已知
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（2010安徽理数）若f(x)是R上周期为5的奇函数，且满足f(1)=1，f(2)=2则
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(09东兴十月)定义在R上的函数
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2009广东三校一模）定义在[image: image290.wmf]R

上的函数[image: image291.wmf](
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(  B  )

A.-1              B.0          
 C.1          D.4     

（2009全国卷Ⅰ理）函数[image: image294.wmf]()
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若函数y=f (x)的图像有一个对称中心M(m.n)和一条铅直对称轴x=a,那么f(x)为周期函数且4|a-m|为它的一个周期。

∵函数y = f (x)图像既关于点A (a ,c) 成中心对称，

∴f (x) + f (2a－x) =2c，用2b－x代x得：

f (2b－x) + f [2a－(2b－x) ] =2c………………（*）

又∵函数y = f (x)图像直线x =b成轴对称，

∴ f (2b－x) = f (x)代入（*）得：

f (x) = 2c－f [2(a－b) + x]…………（**），用2（a－b）－x代x得

f [2 (a－b)+ x] = 2c－f [4(a－b) + x]代入（**）得：

f (x) = f [4(a－b) + x],故y = f (x)是周期函数，且4| a－b|是其一个周期。
例2.
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解：如图
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知识点及方法

对称性、函数的奇偶性；二次函数的对称性；对称性与函数的解析式；化归思想
二次函数的对称性
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函数的对称性求解析式
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热点1 （图象与性质）．函数
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21．设函数
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已知函数[image: image456.png]



（1）判断函数的单调性,并用定义证明;　　　（2）求函数的最大值和最小值.

 （19）（本小题满分12分）设函数f(x)对任意x、y∈R，都有f(x+y)=f(x)+f(y),且x＞0时，f(x)＜0.（1）证明：f(x)为奇函数；　　　　　（2）证明：f(x)在R上为减函数.
对于函数f(x)和g(x)，在公共的定义域内，规定f(x)*g(x)＝min{f(x),g(x)}，若f(x)＝3－x，g(x)＝
[image: image457.wmf]3
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，则f(x)*g(x)的最大值是＿＿＿＿。
变式：对于函数f(x)与g(x)，规定当f(x)≤g(x)时，f(x)·g(x)＝f(x)；当f(x)＞g(x)时，f(x)·g(x)＝g(x)。如果f(x)＝
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，g(x)＝3－x，则f(x)·g(x)的最大值为＿＿＿＿。
简单地说：


奇函数±奇函数=奇函数， 


偶函数±偶函数=偶函数， 


奇函数×奇函数=偶函数， �偶函数×偶函数=偶函数， �奇函数×偶函数=奇函数. 
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