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然想到的是从①②两式得到{ e~ 1=：口a((zx l一--11))，,从而 
e 1 2一口。(z1—1)(z2—1)，因此改为证明 a ( 1—1) 

· (z2—1)<口 ，即( 一1)( 2—1)<1。考虑用基本 

不等式(z 一1)(z 一1)<f ±孚 ) ，接着就需证 

zl+322<4。由于 1>l，z2>In a，当取 a—e。时，将 

会得到 >3，从而 z + >4。二元一次不等式 。 

+z <4对任意 a∈(e。，+∞)不恒成立，自然的思路 
一 时陷入了僵局。 

参考答案没有把①②两式变形相乘，而是将两式 

相减得到③式，利用③式将f f华 )转化为④式： 

半 一 ，以使参数 消-2--
。 如此消参并不 比 

上述相乘消参得到(z ～1)(z 一1)<1自然简洁，这 

样的处理让人觉得有点像魔术师从帽子里变出兔子， 

只有新奇 ，而不知所以然。④式是一个复杂的二元的 

超越式 ，要证其小 于 0，一 时也 会觉得无从下手 。答 

案接着进行了一个巧妙的变形，将④式变形为⑤式， 

得到关于生 ，即 (s>0)的一元表达式。这样 的 

变形颇需一定的洞察力和思维的敏锐性 ，常常会难倒 

众生 。当然 ，得到 ⑤式 的一 元表 达式后 ，问题 就简 

单了。 

要证f f x下l+x2)<0，自然思路一时受阻，参考 

答案 又 显 得 玄 乎，技 巧 性 强。注 意 到 不 等 式 

-， f x下l-~-x2)<o右边的0就是极值点In口处的导数， 

即f (1n d)一0，因此也就是要证f (华 1< 

／ (1n a)。因为 f ( )单-iN递增 ，即需证 xi- 7x~ < 

In a，这是个极 值点右偏 的问题 。能否有通行 的、易 

于理解的方法呢?让我们到曾经的考题中寻找答案。 

2 题海寻踪 

例 2 (2010年高考数学天津卷理科第 21题)已 

知函数 厂(z)一xe一( ∈R)。 

(工)求函数 厂( )的单调区间和极值； 

(Ⅱ)已知函数 —g(Lz)的图象与函数 Y一-厂( ) 

的图象关于直线 =1对称 ，证 明：当 z> 1时 ，-厂( ) 

> g(z)； 

(UI)如果 ≠zz，且 f(x )一f(x )，证明 ： + 

oZ"，> 2 

解 ：(I)f(z)在 (～。。，1)上 单 调 递 增 ；在 

(1，+cx3)上单调递减， (1)一÷为极大值。 

(Ⅱ)由题意 g(z)一厂(2--X)一(2一 )e一。， 

令 F(z)=f(x)一g( )===ze～ 一(2一 )e一 ( 

≥1)，F (z)一 (z一1)(e一 一e一 )。 

因为当z≥1时，z一1≥0，e一。一e一≥0，所以 

F (z)>／o，即F(z)在[1，+。。)上单调递增，所以当 

x>l时，F( )>F(1)一0，即 (z)>g( )。 

(Ⅲ)因为 lz ≠ ，不妨设 z <z。，由(I)可知 

< 1， 2> 1，所 以 -厂( 1)一 f( 2)> g( 2)一 

．厂(2一z2)。因为 z >1，2一z2<1，根据单调性 z > 

2一z2，即 z1+z2>2。 

点评：第(Ⅲ)问证Xl+X2>2，即要证半 > 

1。半 就是直线 一̂( 一厂(z。)一-厂(-z ))被函数 

一厂(z)所截线段中点的横坐标，不等式右边的 1恰 

是函数 -厂(z)=ze一的极值点，因此本质上是证极值 

点左偏 。 

例 3 (2011年 高考数 学辽宁卷理科 第 21题)已 

知函数 ，(z)=In z—nz。+(2一a)x。 

(I)讨论 -厂( )的单调性 ； 

(Ⅱ)设n>0，证明：当o<z<丢时，厂( +-z)> 

，( 一z)； 
(IlI)若函数 一，( )的图象与 轴交于A、B两 

点 ，线段 AB中点的横坐标为 z。，证明：_厂 ( 。)<0。 

解 ：(I)_厂(z)的定义域 为(0，+。。)。(i)若 a≤ 

0，则 _厂(z)在(0，+oo)上单调递增；(ii)若 a>0，则 

( )在(o， 1)上单调递增，在( 1，+Cx3)上单调 

递减。 

(Ⅱ)设函数F( )一厂( +z)一-厂(丢一 )，则 
F(z)一 ln(1+ax)一 In(1一ax)一 2ax， 

cz 一 + 一 2n一 。 

当 O< < 时，F ( )>0，F(0)一0，所 以 F(z) 

> 0。 

故当o< <丢时，厂( +-z)>厂( 一z)。 
(11I)由(I)可得 ，当 n≤0时，函数 Y一 ( )的图 

象与 z轴至多有一个交点。而函数 一厂( )的图象 



与 轴 有 两个 交 点 ，故 n>0。 

不妨设A(z。，o)，B(z2，o)，z2>z >0，则z2> 

> z。> 0， 一 > > 一z > O。 
n 口 口 乜 

由(Ⅱ)得厂(2 一z )一厂[ +( 一z )]> 
f(x1)一0一f(x2)。 

从而z >导一 ，，于是z。： { > 。 从而z2> 一 l，于是z。： >÷。 n 厶 Ⅱ 
由(I)知 ，f ( 。)<O。 

点评：第(III)问证 ’ (z。)<o，即要证华 > 

丢。 专 是函数 一 ( )的图象截 轴所得线段 

中点的横坐标，不等式右边的音是函数厂( )的极值 
点 ，因此本质上也是证极值点左偏。 

例 4 (2013年高考数学湖南卷文科第 21题)已 

知函数厂(z)一丽1--X e 
。 

(I)求 厂(z)的单调区间； 

(Ⅱ)证明 ：当 f(x )一f(x2)(z1≠zz)时 ， +zz 

< 0。 

解：(工)厂( )在(一。。，0)上单调递增，在 (0， 

+。。)上单调递减。 

(Ⅱ)证明：当x<l时，由于圭 >0 ex>o，所 
以 -厂(z)>0；同理 ，当 x>l时，，(z)<O。 

当 f(x1)=f(x2)(z1≠ 2)时，不妨设 z1<z2，由 

(I)知 z ∈(～。。，O)，z ∈(O，1)。下面证明 ： 

Vz∈(0，1)，厂(z)<，(--x)， 

即证鲁 e <等 e～。 
此不等式等价于(1--．T)e 一 <o。 

令F(z)=(1--X)ez一半 ， 
则 F (z)一--xe一 (e 一1)。 

当z∈(0，1)时，F (z)<0，F(z)单调递减，从而 

F( )<F(0)：0，即(1一z)e 一 <0。 

所以Vz∈(O，1)，厂(z)<，(--x)。 

而 z。∈(O，1)，所 以 f(x。)<厂(--Xz)，从而f(x-) 

<，(--X2)。 

由于 ，一z2∈(一。。，0)，厂(z)在(一oo，0)上单 

调递 增 ，所 以 z】< 一z2，即 X1+ 2< 0。 

点评：第(HI)问证 l+32"2<0，即要证旦 -1-一．1：2< 

0。 二
9 就是直线 一 (̂一，(z )一厂( ))被函数 

一 -厂(z)所截线段中点的横坐标，不等式右边的 0恰 

是函数厂(z)一 专e 的极值点，因此本质上是证明 

极值点右偏。 

3 策略提炼 

上面三道高考题最后一问所证不等式尽管不同， 

但本质上都是证明极值点的偏移。由于所给函数都 

是超越函数，直接由Jf(z)=h求出 { 的值再与 

极值点 比较大小几乎不可能 ，解答给出的是一种 间接 

证法。 

例 2先证函数 一厂(z)关于直线 一1对称的函 

数 —g( )满足 ：当 z>1时，L厂(z)>g(z)；例 3先证 

当0<z<丢时，厂( +z)>厂( ～z)；例4先证Vz 
∈(O，1)，-厂(z)<_厂(一z)。不难发现都是先证关于极 

值点 z。对称的两个函数值f(x。+ )、f(x。一z)的大 

小关系，解题沿循着如下处理策略： 

(1)构造一元差函数 F(z)一f(x。+z)一f(x。一 

z)： 

(2)对差 函数 F(．z)求 导，判 断导 数符 号 ，确定 

F(z)的单调性； 

(3)结合 F(0)一0，判断 F(z)的符号 ，从而确定 

f(x。+z)、f(x。--x)的大小关系 ； 

(4)由f(x )一厂(32。)一fix。～(‘ 。一 。)]>(或 

<)fix。+( 。--X。)]一f(2x。--．Tz)得到 ，(Iz )>(或 

<)，(2xo—z2)； 

(5)结合 (z)单调性得到 >(或<)2x。一 ， 

从而 >(或<) 。。 

上述解题策略 ，直接构造一元 的差 函数 F(z)一 

f(x。+z)一f(x。--x)，接着进行常规的导数应用，不 

需复杂的变形技巧，思路通行方便。其解题本质是比 

较 X 与 2x。一 。大小关系不方便时 ，转而通过 比较 

它们的函数值 f(x )与f(2x。--X。)的大小关系，再结 

合函数的单调性得到 z 与 2z。一z 的大小关系。 

从上面三道高考题，我们也看到题目有时为了降 

低思维难度，通过增加一问要求证明f(x。+ )、f(xo 

--x)的大小关系，以启发紧接着的极值点偏移的证明 

(如例 2、例 3)思路；有时为了增加思维难度，减去启 
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发性的小题，直接要求证明极值点的偏移(如例 4)； 

还有时会对极值点的偏移做些包装，如例 3不是直接 

要 求 证 明 ．—；C1 ~-
一

X2> 1
， 而 是 进 一 步 要 求 证 明 

a 

厂 ( )<o。 

4 牛刀小试 

有了上面的解题策略，再看本文开头的南通市二 

模第 20题第(Ⅱ)问，自然就有了下述解答。 

令 F(z)一厂(In a+z)一厂(In a--x)( ≥0)， 

即F( )一[e a+x—a(In a+z)+Ⅱ]一[e 一 一 

n(In a--x)+n]一a(e 一e～一2x)。 

从而 F (z)一a(e +e～ 一2)≥0，所 以 F(z)在 

[0，+C×。)上单调递增。 

因此当 x>O时，F( )>F(O)一0，即 _厂(In n+Iz) 

> (in a--x)。 

由(工)知 lz1<In a< 2，所以 2一In a>0，21n口 
一  

2< In n， 

因此 f(x1)一f( 2)一_厂[1n n十(z 2一In n)]> 

fEln a一( 2一In a)]一_厂(21n a—z2)。 

由于 厂( )在(一。。，In a)上单调递减，所以 < 

21n a— 。，即 { <ln＆，从而 _<ln。。 
厶  

又 ， ( )一 e ～ n 是 单 调 增 函 数，所 以 

f (~／ 1 2)<_， (In a)一0。 
·+ *+ ”+ “+ ·-+ “+ “+ ”— *—— “—· ”+ 一 
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5 大显身手 

作为上述解题策略的应用，读者可以尝试去解以 

下两道题。 

练习1 函数 ，(z)一xln z一 ( <0)的图象与 

轴 交 于不 同 的两 点 A ( ，0)、B(．17。，0)，求 证 ： 

厂 ( )≠o。 
练习 2 (2014年成都市石室中学一模第 20题 ) 

已知函数 (z)：aln — 。 

(I)(Ⅱ)略； 

(III)当 a一2时，函数 h( )一厂(z)一mx的图象 

与z轴交于两点 A( ，0)、B(z。，0)，且 0<x1<z ， 

又 h ( )是 h(-z)的导 函数 。若正常数 a、 满足条件 a 

+卢一1，卢≥a。证明：h (ax·十 。)<0。 

6 心存疑虑 

对于只一个极值点的可导函数，什么情况下出现 

极值点左偏，什么情况下出现极值点右偏?南通市二 

模第 2O题为什么两式相减 能奏效 ，而变式相乘却失 

败?两式相减 的思想基础是什么?其他 题是否也可 

以效仿这两式相减的思路?如此问题，笔者期待与大 

家进一步探讨交流。 

一+ ··+  + ．．+ 一+ ··+ 一+ ．．+ 一+ ··+ “+ ．．+ 一+ ··+ *+ ·-+ 一+ ”+ ··+  -+ 一+ 一+ ··+ 一+ “+ ”+ “— ”— 一+ 一+ 一—— ”+  
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生活中的运用，同时减轻第二课时的负担，但这节课 

也不适宜一下子把全部公式都推 出来 ，因为学生由正 

确使用到熟练使用需要较长时间 ，故 留下 问题第二课 

时再回应。 

四、小结 

(1)对数产生的意义 。 

(2)指数、对数互化的方法。 

(3)如何合理化制定计算规则。 

五、作业 

4 反思 

在设计概念课教学时 ，教师应该深入思考 以下几 

个问题 ： 

(1)为什么会出现某个概念?找出与此概念相关 

的本源性问题 ]，再根据学生的认知心理特点重组构 

造问题情境。 

(2)现实中的例子与数学概念之间有什么不同?搞 

清楚这个问题可以帮助学生理解概念的内涵与外延。 

(3)用什么例子来强化概念教学?强化概念的例 

子应该有两类 ：一是与实际问题 比较 的例 子，二是严 

格数学意义上的例子。而且例子的选取应该越简单、 

越能说明概念的本质(内涵与外延)越好。 

教材是知识的载体，但知识不是终极的教育 目 

标，它是思想的载体。教师课堂上的任务就是要透过 

知识的表 象，挖 掘出掩 藏在知识 背后 的东西——思 

想 ，而不是简单的知识传递。爱因斯坦曾经说过 ：“什 

么是教育，当你把受过的教育都忘记了，剩下的就是 

教育。”这句话很深刻，它告诉我们，当学生走出校门 

后 ，可以忘记当年学 的某个概念或某个原理 ，但 应该 

掌握所学知识背后的思想，这样才能真正懂得运用科 

学的思维方法去思考并解决问题 。 
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