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1 问题提出 

文献[1]针对函数 一 (z)的极值点偏移问题， 

通过探究与之相关的高考试题 ，归纳总结出处理此类 

问题的一般策略，读来受益匪浅，文中提出心存疑虑 

的几个 问题也引起了笔者的思考 。无独有偶 ，笔者所 

在学校高三数学阶段性检测中，出现了与文献[1]例 

1颇为相似的问题 。 

文献[1]中的例 1如下： 

例 1 (2014年江苏省南通 市二模第 2O题 )已知 

函数 _厂( )=e 一ax+a(a∈R)，其图像 与 轴交 于 

A( l，0)、B( 2，0)两点 ，且 1<z2。 

(I)求实数 “的取值范围； 

(Ⅱ)证明：f (~／= )<0(-厂 (z)为函数_厂( )的 

导函数)； 

(Ⅲ)略。 

第 (Ⅱ)问的解答是这样的： 

⋯ ． fe 】一a3"1+n一0， ① 解

：因为1 2一。 +a—U ， 【e 一口 7十 ， 
① 一②得 ， 一 _-二Ie 

。 

记 一 (s>O)， 

则f( )一e 一 等一 e 2 一 
(e 一e一 )]，⋯ ，以下略。 

例 2 (南菁 高级 中学高三数学阶段 性检测第 2O 

题)已知函数 _厂( )=== 。，gCr)一a In (常数 日>0)。 

(I)判断函数 h(z)一_厂(32)+g( z)在其定义域 

上的单调性 ； 

(Ⅱ)若方 程 f( )一g( )一ax有 唯一解 ，求 61． 

的值； 

(Ⅲ)若 n一2，设 函数 F( )一g(z)一f(x)一bx(b 

∈R)的两个零点为m、 (O<m< )，若 32。满足 23：。一 

+ ，问 F(z)的图像在点(z。，F(x。))处的切线能否 

平行于 -丁轴?若能 ，求 出该切线方程 ，若不能 ，请说明 

理由。 

解：(I)(Ⅱ)略。 

(Ⅲ)若 F(z)在( 。，F(2C。))处 的切线平 行于 -丁 

轴，其 中 F( )一21n — 一6 。 

f21n D7一 一bm一0， ① 

I 21n”～” 一bn一0， ② 

结合题意，则有{ +”===2 ， ③ 
1 9 l
三 一2x。～6—0， ④ 

①一②得 ，21n 一( + )( --n)=b(m--n)， 

由③代入④得 6一÷ 一( +”)，所以 

n 一  一
监 

。  ⑤ 
’l m H 翌!—L1 

设 “一m_ E(0，1)，⑤式变 为 1n“一 一o 

(“E-(0，1))，⋯ ，以下略。 

如文献[1]所言，例 1的第(Ⅱ)问是要证明极值 

点右偏 ，而例 2的第 (Ⅲ)问的实质就是要判定 “极值 

点”是否 “居 中”。两 道试 题 采 用 了同样 的处 理 方 

法——① 、②两式 相减后 ，经过 变形加 工 ，构造新 函 

数。在进行试卷分析 讲评时 ，相 同的问题 困惑着 我 

们 ：“为什么两式相减能凑效?笔者所在学校有学生 

将例 2中①、②两式相加 ，最后构造 出的 函数 比给 出 

的答 案还要简 单 ，却得 出了错误 的结论 (解题 过程 

略)，这又是为什么?两式相减的思想基础是什么?” 

2 问题探究 

就在笔者为上述问题百思而不得其解的时候 ，翻 



阅资料偶遇以前教学 中的一个问题 。 

例 3 已知函数 -厂( )一e 一ax，其中a>0。 

(I)若对一切 ∈11，厂( )≥1恒成立，求实数 a 

的取值范围； 

(1I)在 函数 f(z)的 图像 上取 两 定 点 A( ， 

f(x1))、B( 2，f(x ))且 lz <z2，记直线 AB的斜率 

为是，求证：存在z。∈( 1，922)，使厂(z。)一是成立。 

解 ：(I)略。 

(Ⅱ)由题意知，忌一 上二 一 一 
Z l I 2 ,T1 X 2 

a， ① 

令 ( )一f (z)一忌，则 (．z)=ex一 ，② 

于是 ， )= 一 一
2 121-- X 2

[ 一 

(z2一 1)一1]， 

(X2)一 ex2一 一 一 — [ez 一 z一 
上 1 Lc2 』 l ,J22 

(zl—z2)一1]。 

令 F(f)一e 一t一1，则 F (￡)==：e 一1， 

当 t<0时，F (t)<0，F(t)为单调递减函数；当 

t>0时，F (￡)>0，F(￡)为单调递增函数。 

故当 ￡≠0时，F(￡)>F(0)=：=e。一0—1=0，即e 一 
一

1>0。从 而有 e 2—1一( 2一z1)一1>0，ex1—2一 

( l一 工2)一 1> 0。 

又 z < 。，所 以—皇 一<O，一—旦： >O
， 

1 工 2 275"1 2C2 

故而有 ( 1)<0， (z2)>O。 

因为函数 (z)的图像是一 条连续 不 问断 的 曲 

线，所以存在唯一 。∈(z ，z )，使 _厂 (z。)一是成立。 

本题第(Ⅱ)问的实质是方程有解的问题，通过构 

造函数转化为函数 的零点存在问题来处理是一种常 

用的策略。比较例 1、例 3我们不难发现，若将上面例 

3中的点 A(xt，f(x ))、B( z，f(xz))坐标特殊化处 

理 ，变为两个特殊的点 ：A( 。，O)、B(z ，0)，就是例 1 

的问题情境化了，再 比较这两题的解题过程，容易发 

现只要令例 3中①式的 一0，就可得到例 1两式相减 

所得的结果 n一 ，如此一来心中的疑虑也就 

茅塞顿开了，在上面两例的解题过程 中，两式相减这 

一 代数方法之所以能奏效，其思想基础就是数学结合 

思想——A( 。，0)、B( ，0)两点所在直线斜率 是的 

坐标表示。那么，为什么将两式相乘或相加来处理 ， 

最后却会失败呢? 

我们知道1Ce ~'
一

--

。

a

z

x l

+

+ a

一

= 0

一

，

,

②

(!)

e 2 a 0 
两式分别 表示 我们知道 ． 一 两式分别 表示 

I 一 nz，十 ，(Z) 

f(x )一0，f(xz)一0，若将两式相减 可得到 f(x )一 

f(x )一0，即 f(x )一_厂(z )，并没有改变所要研究 问 

题的实质(愚一O)。而若要将两式相乘，则为 f(x )· 

f(x。)一0，即 f(x )一0或 f(xz)一0，这与题 目的情 

境是不 吻合的，将两式相加得 出的结果也同样如此 ， 

这一点从数形结合角度来解释原因是最清楚不过了， 

受此启发，我们也可以由例 1得到更一般的问题。 

变式 1 已知函数 L厂( )一e 一ax，其中 a∈R，其 

图像与直线 ．y—b(b为实常数)交于A、B两点，记 A、 

B两点的横坐标分别为 lz 、z 且 <z 。 

(工)求实数 a的取值范围； 

(1I)证明：f (~／z z )<o(， ( )为函数 ( )的 

导函数)。 

3 问题提升 

为了便于说明问题，先给出文献[1]提炼的解题 

策略 ： 

(1)求出函数 ，( )的极值点 z。，构造一元阶差函 

数 F(z)一f(xo+z)一_厂(z0--x)； 

(2)对差 函数 F(z)求导，判断其 导函数 的符号 ， 

确定 F(z)的单调性 ； 

(3)结合 F(o)一0，判断 F(．z)的符号，从 而确定 

f(x。十z)、f(x。--x)的大小关系； 

(4)由f(x1)一f(x2)一fixo一( 。一 2)]>(<) 

fix。+(z。一z )]一f(2x。一z )，得到 ／ ( )> 

(<)厂(2x0一z2)； 

(5)结合 _厂( )的单调性，得到 >2x。一 (z < 

2z。一z2)，即 ≯>z。( ≯< 。)。 

上述解题策略 ，证明了两个结论 ： 

结论 1 已知函数 _厂(z)的图像与 z轴有两个交 

点A(z1，O)、B(x2，0)，且 z。为 区间( ，X2)上唯一 的 

极小值点，若对任意的 ∈(0，z。一z )n(0，z 一 

z。)，都有 f(x。一z)>厂(z。+z)(-厂( 。一 )<，( 。+ 

z))，则函数厂( )的极值点左偏(右偏)。 

结论 2 已知函数 _厂( )的图像 与 轴有两个交 

点A( 1，O)、B(x2，0)，且 。为区间( l， 2)上唯一 的 

极大值点，若对任意的 ∈(0，z。一z )n(0，z 一 

z。)，都有 f(xo--x)>厂( o+ )(f(x 一lz)< (1zo+ 

z))，则函数 厂( )的极值点右偏 (左偏 )。 
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将①式代入上式得 ，f一 。 

将￡值代入④⑤整理，得n一手c，6一 c。 
0 

再将上两式代人①式，得 f一 0~／37。 

则 n一 ，6一 何 。 

众所周知，高考“拉分题”、自主招生题、数学竞赛 

题都往往集知识、方法、能力于一身，凸显数学思想方 

法的应用。有一个共同 目标 ，那就是考查学生对基本 

知识和基本技能 的掌握情况 ，以及综合 、灵活运用知 

识的能力。该竞赛题取材于学生和教师接触过的两 

题的精华——构造法 和方程思想 ，让人 觉得 既爱又 

恨 ，既熟悉又陌生 ，熟悉 的是题 目的外表 ，陌生的是解 

题的思想方法，强强联合 ，在有限的时间内对考生提 

出更高的要求。 

作为一线教师，笔者非常希望这类优秀竞赛题的 

出现，知识不超纲，完全符合新课标的要求，能力属于 

+ ··+ “十 一—卜 ⋯-~- —- 一+ 一+ “-4-”-4-”—-+一 —·卜一—。+一一—+-”-+- 
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需要说明的是，上面两个结论，借助函数图像从 

数形结合的角度来理解较为直观，条件中的 ∈(0，32。 
一  

)n(0， 一 。)；在极值点左偏时 ，就等价于 ∈ 

(0，32 一 )；当极值点右偏时 ，则等价于 z∈(0， 一 

。)(读者可查看文献[1]中例 3第(Ⅱ)问的题设以及 

例 4第(Ⅱ)问的解答)。 

能否用此结论来解决一般性 的问题 呢?让我们 

来看下面两个变式题 ： 

变式 2 已知函数 (z)一e ，直线 —ax与函数 

f( )的图像交于 A(z ，f(x ))、B(32z，_厂( ))(32 < 

：)两点，记 AB中点 的横坐标 为 t，试 比较 f ( )与实 

数 a的大小。 

变式 3 已知 函数 _厂(z)一e 一ax，其中 a∈R，斜 

率为 k的直线 与 函数 f(32)的 图像交 于 A( ， 

_，’(xi))、B(x ，f(x ))( <z。)两点，记 AB中点的横 

坐标为 t，试 比较 f (f)与实数 忌的大小。 

变式 2经过转化后就是例 1，解题过程 可参考变 

式 3，变式 3的解答如下： 

令 ( )一f ( )一是，由例 3的解答得 (-z)一 

e I— e 2 

e —— ————————～ ． 
1一 x 2 

因为 ( )为单调递增函数 ，且例 3已证得存在唯 

! 
蛙 嚷 

l i ．． |、 g； 

“跳一跳能摘到”，符合竞赛选拔功能。当下在自主招 

生、各类竞赛试题中，出现大量超纲甚至高等数学知 

识下放的题 目，美其名 日考查学生后续学习潜能，笔 

者不敢苟同。因为竞赛 初衷是选拔对数学有浓厚兴 

趣 、有非凡天赋的学生 ，但现实中又有几名学生课外 

会 自学超纲的知识 和高等数学?最终辛苦 的是带有 

功利思想 的教师 和 学生 ，“兴趣 ”成 了冠 冕 堂 皇 的 

托辞 。 

另外，竞赛题也不是很神秘的事物，随着时代的 

进步，很多早年的经典国际奥赛题粉墨登场，出现在 

教材上、高考试卷中、省级竞赛题中。它只不过是常 

规知识的巧妙“拼盘”，作为食客 ，能看出食材 ，就能知 

其味道从何而来 ，若 能悟 出拼盘技巧 ，即便外观上看 

不出什么，也能猜出取之何种食物。对知识 的掌握若 

能如此 ，解题也就达到一定境界了。 
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一 的 32。∈( 1， 2)，使 (320)=是，即 ( )一0成立 ， 

所以设斜率为 是的直线方程为 一是 +6， 

令 F(32)一厂( )一( +6)一e a32一是 —b， 

则 F(z)在区间( ， )上有唯一极小值点 。。 

再设 H(32)一F(z。一 )一F(-z。+3-")，其 中 ∈ 

(0，z。一z1)n(0，z2一 0)， 

则 H(32)=e 。一一e +2(Ⅱ+k)_．，。 

由 ．厂 ( o)一是得 e 一a一是，即 a+是一e o， 

所以 H ( )===一ex。 一e o +2e．ro一一e0 (e + 

e一一2)<O，H(32)为单调递减函数。 

从而 H( )<H(O)一0，即 F(32o )<F(32()+32)， 

由结论 1可知，函数 H(32)极值点右偏，故 ．， (f)<是。 

类似地 ，由本文 的例 2也可得到如下变式题 ，有 

兴趣的读者可以尝试去解决 。 

变式 4 已知函数 ( )一21n — 。，过原点且斜 

率为 是的直线 z与函数 ／‘( )的图像交于 A( ， 

_厂(，，z))、B(”，-厂(”))(O<m< )两点，若 满足 232 ．=== 

+”。问 f(32)的图像在点( 。，_厂( 。))处 的切线能 

否与直线 z平行?若能 ，求 出该切线方程，若不能，试 

判断 _厂 ( z。)与实数 尼的大小 。 
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